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  . مقدمه1

هاي اينرسي يا هاي ويسكوز از عبارتهاي ويسكوز پرداخته شد. در جريانهاي پنجم و هفتم به تحليل جرياندر فصل

اينرسي چشم  توان از نيروهايمي Re≪1نيروهاي شتابي در معادلات حركت صرف نظر شد و اشاره شد كه معمولاً در 

باشد. در فصل ششم در پوشي نمود. ليكن در جريان سيالات دور از مرزهاي جامد، اثرات ويسكوزيته قابل اغماض مي

)، از فشار مشخصه Re≫1استوكس توضيح داده شد كه در سيالات با عدد رينولدز بالا ( -آناليز ابعادي معادلات ناوير

ρU2 استوكس به  -شود. در آن جا معادله بدون بعد ناويرحركت استفاده مي براي بدون بعد كردن فشار در معادله

  صورت ذيل به دست آمد:

)1-9(  ∂v��∗∂t∗ 	 v��∗ ∙ �v��∗ � �P�∗ 	 1Re��v��∗ 
شود، به طوري كه معادله هاي ويسكوز از معادله بالا حذف ميباشد، عبارت Re≫1شود كه در شرايطي كه ملاحظه مي

  شود:حركت به صورت ذيل نوشته مي

)2-9(  
∂v��∗∂t∗ 	 v��∗ ∙ �v��∗ � �P�∗ 

Dv��∗Dt∗ � �P�∗ 
  شود:صورت واقعي به شكل ذيل نوشته مي ) براي مجاري باز به9-2معادله (

)3-9(  Dv��Dt � 1ρ �P 	 F�� 
  شود:نشان داده مي ذيل ، بردار نيروهاي جرمي يا گرانشي است و به صورت��Fكه 

)4-9(  F�� � �ϕ � ��gh� 
  شود.شناخته مي 1به عنوان پتانسيل نيروي جرمي ϕكه 

                                                           
1 Body-Force Potential 
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هاي هوا در شود. معمولاً به جريانشود سيال غير لزجي گفته ميبه جريان سيالاتي كه از نيروهاي ويسكوز صرفنظر مي

ها و بنادر، امواج سطحي روي آب، حركت هوا در گردبادها و غيره، غير مجاري اطراف هواپيما، جريان آب در درياچه

  شود.ته ميهاي پتانسيلي گفلزجي يا به عبارتي جريان

 شود:هاي غير لزجي به صورت ذيل نوشته ميهاي هيدروديناميكي براي جريانبنابراين معادله

)5-9(  ρ�∂v��∂t 	 v�� ∙ �v��� � �P  ρg�h 

�. v�� � 0 

دهند. اول اين كه تقريب غير لزجي در هاي تقريبي مناسبي ارائه ميپس جريان سيالات غير لزجي در دو حالت جواب

هاي داخل مجاري بسته در ابتدا و انتهاي دهدو ثانياً براي جرياننتايج خيلي خوبي ارائه ميمجاري دور از مرز جامد 

باشد. در حوالي مرز جامد كه توسعه نيافته است، استفاده از تقريب غير لزجي مناسب مي 2مجاري كه هنوز لايه مرزي

باشد كه در فصل نه به آن مرزي حاكم ميباشد، تئوري لايه نيروهاي ويسكوز حاكم بوده و گراديان سرعت شديد مي

پرداخته خواهد شد. بنابراين جريان سيالات خارج از لايه مرزي در عدد رينولدز خيلي بالا از تئوري جريان سيالات غير 

  شود.لزجي استفاده مي

سيالات غير  هاي غير لزجي مورد بررسي قرار گيرد. زير مجموعههاي خاص از جرياندر اين جا لازم است كه حالت

شود كه غير تراكمي (دانسيته آل گفته ميهايي ايدهباشند. به جريانمي 4هاي پتانسيليو جريان 3آلهاي ايدهلزجي، جريان

  )) پيروي نمايد.9-5ثابت) بوده و از معادلات اويلر (معادله (

بارتي جرياني غير چرخشي است كه باشند، به ع 5شود كه غير چرخشيهايي اطلاق ميجريان سيال پتانسيلي به جريان

  توان نتيجه گرفت كه:بردار گردابش صفر باشد. پس مي

ξ� � 0				 ⇒ 				 � ! v�� � غير	چرخشي 0 → 

                                                           
2 Boundary Layer 
3 Ideal Fluid Flow 
4 Potential Flow 
5 Irrotational 
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  در فصل چهار به بردار گردابش و مفهوم غير چرخشي پرداخته شد.

�حال زماني  ! v�� �   باشد كه سرعت به صورت گراديان يك تابع اسكالر به صورت ذيل تعريف شود:مي 0

)6-9(  v�� � �ϕ 

,ϕ�tدر اين جا تابع اسكالر  x, y, z� هاي پتانسيلي به جريانشود. پس جريانشناخته مي 6به عنوان تابع سرعت پتانسيل-

  ) پيروي نمايد.9-6شود كه غير چرخشي بوده و از رابطه (هايي اطلاق مي

  7. معادله برنولي2

معادله اويلر به دست آمد. از طرف ديگر عبارت هاي غير لزجي، با حذف عبارت (نيروهاي) ويسكوز براي جريان

 8قرار بدهيم و در حالت دوم زماني كه بردار گردابش µ=0شود. اول در شرايطي كه ويسكوز در دو حالت حذف مي

  صفر باشد.

  رسيم:) به معادله ذيل مي9-4) و (9-3و استفاده از روابط ( µ=0استوكس با قرار دادن  -در معادله ناوير

)7-9(  Dv��Dt � �'Pρ 	 gz( 
  توانيم بنويسيم:با استفاده از حساب بردارها مي

)8-9(  Dv��Dt � ∂v��∂t 	 � '12 |v��|�(  v�� ! ξ� 
  باشد كه در فصل چهارم به صورت ذيل تعريف گرديد:بردار گردابش مي �ξكه 

)9-9(  ξ� � �∂v+∂y  ∂v,∂z � e-���� 	 '∂v-∂z  ∂v+∂x ( e,���� 	 �∂v,∂x  ∂v-∂y � e+���� � �! v�� � 2ω��� 
  باشد.اي مي، بردار سرعت زاويه���ωكه 

  ) خواهيم داشت:9-8) و (9-7با تركيب معادلات (بنابراين 

)10-9(  ∂v��∂t  v�� ! ξ� � �'P
ρ
	 12 |v��|� 	 gh( 

                                                           
6 Velocity Potential 
7 Bernoulli Equation 
8 Vorticity Vector 

192



 

 5

  :به صورت ذيل نوشته مي شود 9) براي جريان پايدار9-10پس معادله (

)11-9(  � 'P
ρ
	 12 |v��|� 	 gh( � v�� ! ξ� 

��vچون  ! ξ� باشد كه جهت آن عمود بر سطوح دو بردار يك بردار ميv��  وξ� طرف باشد، پس عبارت داخل پرانتز در مي

  شود:) نيز يك كميت اسكالر است كه به صورت ذيل نوشته مي9-11چپ معادله (

)12-9(  P
ρ
	 12 |v��|� 	 gh � c 

) 9-12براي تمام صفحات ثابت باشد به معادله ( cباشد. در صورتي كه براي هر صفحه خاص ثابت مي cدر اين جا مقدار 

  شود.بدون اصطكاك استفاده ميآل شود كه براي سيالات ايدهمعادله معروف برنولي اطلاق مي

  شود:به صورت ذيل نوشته مي "معادله ناپايدار برنولي"ناپايدار،  10هاي غيرچرخشي گذرايبراي جريان

)13-9(  ∂v��∂t � �'Pρ 	 12 |v��|� 	 gh( 
  . جريان پتانسيلي3

بردار گردابش صفر  ها چونهاي پتانسيلي لازم نيست كه معادله اويلر مستقيماً حل گردد. در اين گونه جريانبراي جريان

-توان تابع سرعت پتانسيلي را به صورت ذيل تعريف نمود، به طوري كه با مشتق گيري از اين تابع مؤلفهباشد، پس ميمي

  آيد:هاي سرعت در جريان پتانسيلي به دست مي

)14-9(  
ξ� � 2ω��� � � ! v�� � 0	 

v�� � �ϕ		 ∶ 				 v- � ∂ϕ∂x 				 ; 			v, � ∂ϕ∂y 					 ; 							v+ � ∂ϕ∂z  

باشد، در نظر بگيريد. در اين مي vyو  vx هاي سرعت آنپتانسيلي براي يك مجراي دو بعدي كه مؤلفهحال جريان 

  شود:هاي سرعت به دو صورت ذيل نوشته ميشود. بنابراين مؤلفهتعريف مي ψ=ψ(x,y)جريان، تابع جريان به صورت 

)15-9(  v- � ∂ψ∂y � ∂ϕ∂x  

                                                           
9 Steady Flow 
10 Transmit 
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v, �  ∂ψ∂x � ∂ϕ∂y  

  ) در معادله پيوستگي خواهيم داشت:9-15هاي سرعت از معادلات (با جاگذاري مؤلفه

)16-9(  ��ψ � 0 

)17-9(  ��ϕ � 0 

شود. حال اطلاق مي 11ريمان-) معادلات كوشي9-15و به روابط (  ) روابط  لاپلاسي9-17) و (9-16كه به معادلات (

  نويسيم:را مي ψو  ϕديفرانسيل كل دو تابع 

)18-9(  dψ � '∂ψ∂x(dx 	 '∂ψ∂y( dy 
)19-9(  dϕ � '∂ϕ∂x(dx 	 '∂ϕ∂y( dy 

مقادير ثابتي  ψو  ϕشود كه شود. همچنين فرض مينوشته ميهاي سرعت ) بر حسب مؤلفه9-19) و (9-18معادلات (

  باشند. 

)20-9(  dψ � v,dx 	 v-dy � 0 

)21-9(  dϕ � v-dx 	 v,dy � 0 

  ) خواهيم داشت:9-21) و (9-20ها در روابط (با جابجايي عبارت

)22-9(  'dydx(ψ
� v,v- 

)23-9(  	'dydx(2 � 
v-v, 

 ϕو سرعت پتانسيلي   ψ هاي جريان ) ضريب زواياي مماس بر منحني9-23) و (9-22حال ملاحظه مي شود كه روابط (
). به عبارتي ψ=-1�ϕ.�گردد (مي -1را نشان مي دهند. از طرفي ملاحظه مي گردد كه حاصلضرب روابط مذكور برابر 

ثابت بر هم  ϕو  ψباشد، پس دو منحني  -1مي توان نتيجه گرفت كه اگر حاصلضرب ضريب زاويه دو خط مماس 

  عمود بر هم را نشان مي دهد. ) خطوط جريان و سرعت هاي پتانسيلي9-1عمودند. شكل (

                                                           
11 Cauchy-Riemann 
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ان دو بعدي در مختصات استوانه اي جريان پتانسيلي در مختصات استوانه اي به صورت ذيل ارائه مي شود. براي يك جري

به صورت ذيل  ψ(r,θ)و تابع جريان  ϕ (r,θ)فرض شود، مولفه هاي سرعت بر حسب تابع سرعت پتانسيلي  vz=0اگر 

  نوشته مي شود:

)24-9(  v3 � ∂ϕ∂r � 1r ∂ψ∂θ
 

)25-9(  vθ � 1r ∂ϕ∂θ
� ∂ψ∂r  

  

  

  

  

  

  : خطوط جريان و سرعت پتانسيلي عمود بر هم در جريان دو بعدي9-1شكل 

  معادله پيوستگي و شرايط غيرچرخشي بودن به صورت ذيل نوشته مي شود:

)26-9(  ∂�rv3�∂r 	 ∂vθ∂θ
� 0 

)27-9(  ξ��r, θ� � � ! v���r, θ� � 0 

)28-9(  ξ+ � ∂v3∂θ
 ∂�rvθ�∂r � 0 

  ) خواهيم داشت:9-28) و (9-26) در معادلات (9-25) و (9-24پس با جايگذاري روابط (

)29-9(  1r ∂∂r 'r ∂ϕ∂r( 	 1r� ∂�ϕ∂θ� � 0 

)30-9(  1r ∂∂r 'r ∂ψ∂r( 	 1r� ∂�ψ∂θ� � 0 

  به صورت ذيل نوشته مي شود: ϕ(r,z)و  ψ(r,z)باشد، مولفه هاي سرعت بر حسب  vθ = 0براي جريان پتانسيلي كه 

ψ١ 

ψ٢ 

ψ٣ 

ψ٤ 

ϕ ١ 

ϕ  ٢  

ϕ  ٣  

ϕ٤ 

x 

y 
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)31-9(  v3 � ∂ϕ∂r � 1r ∂ψ∂z  

)32-9(  v+ � ∂ϕ∂z � 1r ∂ψ∂r  

  همچنين معادله پيوستگي و شرايط غيرچرخشي به صورت ذيل حاصل مي شود:

)33-9(  ∂�ϕ∂r� 	 1r ∂ϕ∂r 	 ∂
�ϕ∂z� � 0 

)34-9(  ∂�ψ∂r�  1r ∂ψ∂r 	 ∂
�ψ∂z� � 0 

بنابراين براي به دست آوردن مولفه هاي سرعت در جريان پتانسيلي لازم است كه معادلات لاپلاس را در دستگاه 

  نهش توابع اوليه حل نمود. هاي عددي يا آنالوگ هاي مكانيكي و يا از برهم مختصات مربوط با استفاده از روش

، با داشتن مولفه هاي سرعت، از معادله برنولي استفاده مي شود. پس راه حل عمومي  P=P(x,y)براي به دست آوردن 

  براي جريان هاي پتانسيلي به صورت ذيل خلاصه مي شود:

 56666666667	استفاده	از	تابع	پتانسيلي  معادله پيوستگي
  مولفه هاي سرعت  ←  معادله لاپلاس

 ξ�8957  معادله مومنتوم اويلر
  توزيع فشار  ←  معادله برنولي

شرايطي مرزي در جريان هاي پتانسيلي براي حل معادلات لاپلاس مقداري متفاوت با سيالات ويسكوز مي باشد. اصل 

براي مرزهاي جامد و مرزهاي جامد متحرك به صورت ذيل  در مرزهاي جامد براي اين گونه سيالات12عدم لغزش

استفاده مي شود. براي سيالات ويسكوز تمام مؤلفه هاي مماسي و عمودي در مرز جامد ساكن برابر صفر در نظر گرفته 

مي شود. ليكن براي سيالات غير ويسكوز فقط مولفه هاي عمودي سرعت بر مرزهاي جامد صفر مي شود. ليكن مؤلفه 

  مماسي وجود خواهد داشت. چون گراديان سرعت در مرز جامد وجود ندارد. پس مي توان نوشت: هاي

                                                           
12 No slip condition 
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��v (براي مرز جامد ساكن)  )35-9( ∙ n�� � 0 
��U(  v(براي مرز جامد متحرك با سرعت   )36-9( ∙ n�� � U ∙ n�� 

هاي آزاد كه بردار سرعت جسم مي باشد. براي جريان  Uبرداري عمودي بر سطح مرز جامد مي باشد و  ��nكه بردار 

  باشد، شرايط مرزي به صورت ذيل نوشته مي شود:  ∞vx =Vمولفه سرعت به صورت 

)37-9(  

∂ϕ∂x � V∞ 

∂ϕ∂y � v, � 0 

∂ϕ∂z � v+ � 0 
  14و سرعت كمپلكس 13. تابع پتانسيل كمپلكس4

را تعريف  ϕ(x,y)و  ψ(x,y)در قسمت قبل اشاره شد كه براي جريان هاي پتانسيلي دو بعدي مي توان دو تابع اسكالر 

نمود به گونه اي كه معادله لاپلاس براي هر دو تابع از معادله پيوستگي به دست آيد. در نظريه تابع كمپلكس ثابت شده 

است كه اگر دو معادله لاپلاسي براي دو تابع اسكالر عددي وجود داشته باشد، مي توان يك تابع پتانسيل كمپلكس 

  ذيل بخش هاي واقعي و موهومي تابع پتانسيل مذكور را تشكيل دهند: دو تابع اسكالر به صورت تعريف كرد كه

)38-9(  F�z� � ϕ�x, y� 	 iψ�x, y� 

  
,F ϕ�xبخش واقعي تابع  y� ∶ 
,F ψ�xبخش موهومي تابع  y� ∶ 

  متغير كمپلكس بوده و به صورت ذيل تعريف مي شود: zكه 

z  مختصات دكارتي  )39-9( � x 	 iy 
z مختصات قطبي  )40-9( � re>θ � r�cosθ	 i	sinθ� 

  عدد كمپلكس مي باشد.  i=√-iكه در اين جا 

                                                           
13 Complex Potential Function 
14 Complex velocity 
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) را ارضا 9-15ريمان (معادلات -به طور خودكار معادلات كوشي ψو  ϕباشد، آنگاه  15يك تابع تحليلي F(z)حال اگر 

و قسمت موهومي تابع مذكور براي  ϕ، قسمت واقعي تابع مذكور براي F(z)خواهد نمود. پس با داشتن چنين تابعي براي 

ψ  در نظر گرفته مي شود. به اين ترتيب نظريه متغيرهاي كمپلكس معادلات�2ψ=0  و�2ϕ=0  .را تضمين خواهد نمود

ميدان جريان حركت سيال پتانسيلي را توصيف مي نمايد. بنابراين با اين روش مي توان مؤلفه هاي سرعت را  ψتابع ثابت 

  به دست آورد.  ϕيا  ψاز توابع 

نقص اين روش اين است كه ابتدا بايد توابع كمپلكس را از قبل تعيين نماييد، و سپس تست نماييد كه جواب هاي به 

دست آمده براي مولفه هاي سرعت با واقعيت فيزيكي جريان منطبق مي باشد. نقص دوم اين است كه براي جريان هاي 

عمال نمود. به هر حال از مزاياي اين روش عدم استفاده از حساب سه بعدي روش نظريه كمپلكس را نمي توان ا

  ديفرانسيل براي حل معادلات حركت مي باشد. پس مي توان روش مذكور را به صورت ذيل خلاصه نمود:

تابع	كمپلكس ⇒ A	موهومي	قسمتB66666Cψ�x, y�	واقعي	قسمتB6666C ϕ�x, y� D ⇒ مولفه	هاي	سرعت
B6666C	معادله	برنولي  تابع	توزيع	فشار

شود كه مشتق شود. در نظريه كمپلكس ثابت ميحاصل مي F(z)گيري از تابع كمپلكس مشتقسرعت كمپلكس با 

dF/dz گيري اين تابع مي باشد. بنابراين مي توان نتيجه گرفت كهاي است كه مقدارش مستقل از جهت مشتقنقطه يتابع :  

 )41-9(  w�z� � dFdz � ∂F∂x � ∂ϕ∂x 	 i ∂ψ∂x 
  : ) خواهيم داشت9-15مي شود. بنابراين با استفاده از روابط () سرعت كمپلكس ناميده 9-41كه رابطه ( 

)42-9(  w�z� � v- 	 iv, 
  : نيز به صورت ذيل نوشته مي شود 16سرعت كمپلكس مزدوج

)43-9(  w��z� � v-  iv, 
  : كه خواهيم داشت

                                                           
15 Analytical 
16 Conjugate 
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)44-9(  ww� � Fv-  iv,GFv- 	 iv,G � v-� 	 v,� � |v|� 
  

  

  

  

  : مولفه هاي سرعت در دو دستگاه مختصات دكارتي و قطبي9-2شكل 

  )، به صورت ذيل به دست مي آيند:9-2مؤلفه هاي سرعت در دستگاه مختصات قطبي مطابق شكل (

)45-9(  v- � v3cosθ vθsinθ 

)46-9(  v, � v3sinθ	 vθcosθ 

) به 9-42) در معادله (9-46) و (9-45(پس سرعت كمپلكس در مختصات قطبي (استوانه اي) با جايگذاري معادلات 

  صورت ذيل نوشته مي شوند:

)47-9(  

w�z� � v-  iv, � �v3cosθ vθsinθ�  i�v3sinθ	 vθcosθ� 
w�z� � v3�cosθ i	sinθ�  ivθ�cosθ i	sinθ� 

eH>θ � cosθ i	sinθ 

w�z� � �v3  ivθ�eH>θ 
  18و اصل برهمنهش 17. نظريه كمپلكس5

و .... داشته باشيم، كه هركدام  F1(z) ،F2(z)در نظريه كمپلكس بيان مي نمايد كه اگر چند تابع كمپلكس به صورت هاي 

از توابع مذكور يك جريان پتانسيلي را توصيف نمايند، پس مجموع توابع مذكور يك تابع جديد كمپلكس را تشكيل 

  ص را توصيف نمايد.مي دهد به طوري كه تابع جديد يك جريان پتانسيلي خا

FI�z� ⟶ ϕI,ψIF��z� ⟶ ϕ�,ψ�K
→پس F�z� � FI�z� 	 F��z� ⇒ ϕ	,ψ 

                                                           
17 Complex Theory 
18 Principle of Superposition 

x 

y 

vx  

vy 

vθ 

vr 

θ 
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 به عبارتي ديگر مي توان نتيجه گيري نمود كه:

FI�z� ⟶ ��ϕI � 0, 		��ψI � 0F��z� ⟶ ��ϕ� � 0, ��ψ� � 0 K ⟶ F�z� ⟶ L		���ϕ� � 0;		�ϕ � ϕI 	 ϕ��		���ψ� � 0;		Fψ � ψI 	 ψ�G  

بنابراين با داشتن توابع كمپلكس براي جريان هاي ساده پتانسيلي مي توان با جمع جريان هاي مذكور تابع جديدي براي 

ϕ  وψ  به دست آورد كه جريان هاي بسيار پبچيده پتانسيلي را توصيف نمايد. در بخش هاي بعد ابتدا به جريان هاي ساده

  براي جريان هاي پتانسيلي پيچيده حاصل مي شود.پرداخته مي شود و سپس معادلات سرعت و فشار 

  . توابع پتانسيلي كمپلكس براي جريان هاي ساده پتانسيلي6

 21، و جريان گرداب20، جريان چشمه و چاه19در اين جا جريان هاي ساده پتانسيلي در سه دسته جريان هاي يكنواخت

  مورد بررسي قرار مي دهيم.

  جريان يكنواخت .1-6 ١.١

را مي توان از معادلات  ϕو  ψ. پس توابع vx=U  ،vy=0جريان ساده يكنواخت به صورت ذيل توصيف مي شود: 

  ديفرانسيل ساده ذيل به دست آورد:

)48-9(  v- � ∂ϕ∂x � U � ∂ψ∂y 
)49-9(  v, � ∂ϕ∂y � 0 � ∂ψ∂x 

  داشت:) خواهيم 9-49) و (9-48با انتگرالگيري از روابط (

)50-9(  ψ � Uy 	 f�x�																		; 																								ψ � g�y� 
ثابت هاي انتگرالگيري هستند كه از انتگرالگيري مشتق هاي جزيي به دست آمده اند. با  f(x)و  g(y)بنابراين دو تابع 

توجه به اين كه با مشتق گيري توابع مذكور ثابت ها حذف مي شوند، مقدارشان اختياري است، پس فرض مي نماييم 

f(x)=g(y)=0 :مي باشند. پس براي جريان يكنواخت خواهيم داشت  

                                                           
19 Uniform flow 
20 Source & sink 
21 Vortex 
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)51-9(  ψ � Uy	 
  ) مي توان نوشت:9-49) و (9-48مي باشد، از روابط ( ψعمود بر  ϕاز طرفي چون تابع 

)52-9(  ϕ � Ux 
  ) خطوط جريان و پتانسيلي را براي جريان يكنواخت نشان مي دهد.9-3شكل (

  

  

  

  

  : جريان يكنواخت9-3شكل 

  حال براي جريان يكنواخت تابع كمپلكس را به شكل ذيل مي بنويسيم : 

)53-9(  F�z� � Cz					; 							C �  ثابت

)54-9(  W�z� � dFdx � C 
)55-9(  W�z� � v-  iv, � U � C 

  تابع كمپلكس مناسب براي اين جريان مي باشد. F(z)=Uzبراي جريان يكنواخت صادق است، پس تابع  Fچون تابع 

  )، مي سازد:9-4مطابق شكل ( αها زاويه xحال جريان يكنواخت را در نظر بگيريد كه با محور  

  

  

  

  

  α: جريان پتانسيلي يكنواخت مورب با زاويه 9-4شكل 

x 

y 

ψ٤ 

ψ٣ 

ψ٢ 

ψ١ 

ϕ٤ ϕ  ٣  ϕ  ٢  ϕ ١ 

U 

 جريان يكنواخت

x 

y 
ψ٤ 

ψ٣ 

ψ٢ 

ψ١ 

ϕ  ٤  ϕ  ٣  ϕ  ٢  ϕ  ١  

x 

y 

U 

α 
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  مي باشد، لذا داريم: vy = Usinαو  vx = Ucosαمشاهده مي شود كه 

)56-9(  v- � ∂ψ∂y 														 ∴ 										ψ � Ucosα	 f�x� 
)57-9(  v, � ∂ψ∂x 										 ∴ 										ψ � Usinα	 g�x� 

  به دست مي آيد: ϕو  ψرابطه هاي  f(x)=g(x)=0پس با فرض 

)58-9(  ψ � U�y	cosα x	sinα� 
)59-9(  ϕ � U�x	cosα	 y	sinα� 

  به صورت ذيل تعريف مي شود: α  ،F(z)بنابراين براي جريان يكنواخت مورب با زاويه 

)60-9(  
F�z� � CeH>αz 

w�z� � dFdz � C�cosα i	sinα� � v-  iv, � U�cosα i	sinα� 
  مي باشد، بنابراين خواهيم داشت: C=Uپس 

F�z� � UeH>αz   )61-9   (  

  22. جريان يكنواخت در سيستم سه بعدي2-6 ١.٢

براي جريان هاي پتانسيل سه بعدي لازم است كه جريان يكنواخت براي حالت جريان هاي متقارن تعريف شود. جريان 

) 9-5هاي يكنواخت اطراف كره مورد توجه مي باشد. مختصات قطبي كروي در يك سيستم كروي متقارن مطابق شكل(

 ه شده است:نشان داد

 

 

 

 

 

  

                                                           
22 Uniform Stream in 3D 
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  هاي متقارن كروي: جريان يكنواخت در يك سيستم مختصات براي جريان9-5شكل 

مي گذرد. دبي جريان كه از دايره مي گذرد به  Pبوده كه از نقطه  r sinθمي باشد و شعاع دايره  zجهت حركت سيال 

  صورت ذيل نوشته مي شود:

Q � π�r	sinθ��U 

U2= vθمي باشد. چون vθ =-Usinθو  vr = Ucosθبر حسب مختصات قطبي به صورت  Uمولفه هاي سرعت 
2+ vr

مي  2

  به صورت ذيل نوشته مي شود: ψو  ϕباشد. از طرفي مولفه هاي سرعت بر حسب 

)62-9(  v3 � ∂ϕ∂r � 1r�sinθ

∂ψ∂θ
� Ucosθ	 

)63-9(  vθ � 1r ∂ϕ∂θ
�  1rsinθ

∂ψ∂r � Usinθ 

  ) خواهيم داشت:9-63) و (9-62پس باا نتگرالگيري از معادلات (

)64-9(  ψ�r, θ� � 12Ur�sin�θ 

)65-9(  ϕ�r, θ� � Urcosθ 

 داشت كه در جريان هاي سه بعدي تابع كمپلكس تعريف نشده است.بايد توجه 

 

 

  

U 

r 

y 

z 

P 

θ 

U 
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  23. جريان چشمه و چاه نقطه اي در مختصات قطبي كره اي3-6

جريان چشمه جرياني پتانسيلي است كه در مركز هندسي يك كره فرضي قرار دارد و جريان سيال در جهت تمام شعاع 

  ) نشان داده شده است. 9-6پتانسيل در مختصات قطبي در شكل ( هاي كره فرضي از چشمه جاري است. خطوط جريان و

نشان داده شده است و برحسب دبي حجمي سيال به طور عمود بر سطح كره به طرف بيرون  mقدرت چشمه به صورت 

باشد،  پس خواهيم داشت:  rفرضي را در نظر بگيريد كه شعاع آن  ، كره ايmجريان دارد. براي به دست آوردن 

4πm=vr(4πr2) :از اين جا سرعت شعاعي جريان به صورت ذيل به دست مي آيد  

)66-9(  v3 � mr� 
  در مختصات قطبي كروي به صورت ذيل به دست مي آيد: ϕ و  ψبرابر صفر است، پس  vθچون 

  

  

  

  

  

  

  

  

  : خطوط جريان و پتانسيل در چشمه نقطه اي در مختصات قطبي9-6شكل 

 )67-9(  v3 � mr� � ∂ϕ∂r �  1r�sinθ

∂ψ∂θ
 

)68-9(  vθ � 0 � 1r ∂ϕ∂θ
� 1rsinθ

∂ψ∂r  
                                                           

23 Point Source, Sink in spherical polar coordinate 

ϕ  ١  

ϕ  ٢  

ϕ  ٣  
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ψ٢ 

ψ٥ ψ١ 

ψ٣ 

ψ٧ 
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  ) خواهيم داشت:9-68) و (9-67پس با انتگرال گيري از معادلات (

)69-9(  
ψ � mcosθ � mzr  

ϕ � mr  

جريان پتانسيلي چشمه خطي .4-6
24  

جريان چشمه خطي به صورت جريان شعاعي از يك منبع سيال خطي به صورت متقارن از سطح جانبي يك استوانه 

از  z) سطح مقطع و يك چشمه خطي را نشان مي دهد. مطابق شكل، محور 9-7فرضي در نظر گرفته مي شود. شكل (

ي بسياري است تشكيل شده است، دبي يك لوله بسيار باريك كه در تمام اطراف آن در طول لوله داراي سوراخ ها

  عبور مي كند: rحجمي جريان برابر با حجم سيالي است كه بر واحد زمان از سطح جانبي استوانه در شعاع 

Q � v3�2πrb� �  ثابت

  

  

  

  

  

  

 rسطح مقطع استوانه در  -چشمه خطي                                                      ب -الف

  : چشمه خطي9-7شكل 

سرعت شعاعي چشمه خطي مي باشد. همان گونه كه ملاحظه مي شود دبي همواره ثابت بوده و  vrطول استوانه و  bكه 

هرچه سيال از محور چشمه دور مي شود سرعت آن كاهش مي يابد. بنابراين سرعت شعاعي چشمه به صورت ذيل نوشته 

  مي شود:

                                                           
24 Line Source 

b 

 محور تقارن

 چشمه خطي

θ 
r 

vr 
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)70-9(  v3 � mr 																			 ; 																							m � rv3 
  هيم داشت:لذا خوا

)71-9(  Q � 2πmb																			; 															m � Q2πb 
  به صورت ذيل نوشته مي شود: ψو  ϕبنابراين مؤلفه هاي سرعت برحسب 

)72-9(  v3 � mr � 1r ∂ψ∂θ
� ∂ϕ∂r 		 

)73-9(  vθ � 0 � ∂ψ∂r � 1r ∂ϕ∂θ
		 

 ) توايع جريان و پتانسيلي به صورت ذيل به دست مي آيد:9-73() و 9-72با انتگرالگيري معادلات (

)74-9(  ϕ � m	lnr											; 															ψ � mθ										 
  به همين ترتيب توايع كمپلكس براي چشمه خطي به صورت ذيل نوشته مي شود:

)75-9(  F�z� � mlnz																							�z �  		�چشمه	خطي	در	0
)76-9(  F�z� � mln�z  z9�										�z � z9		در	خطي	چشمه� 
  25. گرداب خطي5-6

چرخد و بر اي ميبه صورت دايره zگرداب خطي جريان پتانسيل غير چرخشي است كه جريان غير ويسكوز حول محور 

) دياگرام  يك گرداب 9-8باشد. شكل (هاي استوانه صفر ميخلاف جريان چشمه خطي، سرعت جريان در جهت شعاع

  دهد.همراه با خطوط جريان و پتانسيلي نشان ميخطي را 

  

 

  

  

  

                                                           
25 Line Vortex 
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 : گرداب آزاد9-8شكل 

شويم سرعت چرخشي كاهش دور مي zشود. به عبارتي هر چه از محور فرض مي vθ=c/rبوده، ليكن  vr=0در اين جا 

  آيند:به صورت ذيل به دست مي ϕو  ψنمايد. پس توابع پيدا مي

)77-9(  v3 � 0 � 1r ∂ψ∂θ
� ∂ϕ∂r  

)78-9(  vθ � cr � ∂ψ∂r � 1r ∂ϕ∂θ
 

  ) خواهيم داشت:9-77) و (9-76پس با انتگرال گيري از روابط (

)79-9(  ψ � c ln r													 ; 														ϕ � Cθ 

  شود:تابع كمپلكس براي گرداب خطي به شكل ذيل ارائه مياز طرفي 

)80-9(  F�z� � ic ln z 
شود. سرعت پتانسيلي نيز به شكل هاي ساعت تلقي ميكه علامت منفي به عنوان گرداب مثبت يعني عكس حركت عقربه

  شود:ذيل حاصل مي

)81-9(  w�z� � dFdz � i cz � i cr eH>θ 

w�z� � �v3  ivθ�eH>θ 
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را  Cهاي سرعت را كه قبلاً در بالا ارائه شده بود نشان داد. حال چگونه مقدار ثابت توان مؤلفه) مي9-81از معادلات (

تعريف شود. در يك ميدان جريان پتانسيل، گردابي در داخل  "26گردابي"توان محاسبه كرد؟ در اين جا لازم است مي

  شود:) به صورت ذيل تعريف مي9-9يك منحني بسته مطابق شكل (

)82-9(  Γ � U v� ∙ ds�
c

 

وابسته مي    )9-9يك انتگرال خطي بردار سرعت بوده كه به صورت موضعي همواره به منحني بسته مطابق شكل ( Γكه 

  باشد

  

  

 

  : بردار سرعت در منحني بسته9-9شكل 

  شود:ي ذيل مربوط مي بايد توجه داشت كه گردابي از طريق تئوري استوكس به گردابش  طبق رابطه 

)83-9(  Γ � W v�. ds� �X Y� ! v�Z
ξ

[ . dA
Areac

 

 �ds)، 9-9باشد. مطابق شكل(مي ξ≠0شود، به طوري كه فقط در مركز البته گردابي هميشه در مركز گرداب تعريف مي

به صورت   )9-10حال گردابي را براي يك جريان گرداب خطي مطابق شكل (باشد. يك المان طولي از منحني بسته مي

 نويسيم:ذيل مي

 

 

 

  

  

                                                           
26 Circulation 
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 : بردار سرعت در حركت گردابي آزاد بر روي منحني بسته9-10شكل 

  

)84-9(  Γ � U v� ∙ ds�
c

� W vθrdθ
2π

0
 

  شود.) حاصل مي9-84در معادله ( vθ=c/rپس گردابي با جايگذاري 

)85-9(  Γ � W cdθ
2π

0
� 2πc											; 										c � Γ

2πr 
-و همچنين تابع كمپلكس به صورت ذيل براي گرداب خطي به دست مي =2πrΓvθ/بنابراين سرعت گرداب به صورت 

  گويند.را قدرت گرداب نيز مي "Γ"آيد. 

)86-9(  F+ � i Γ2π
ln�z  z9�																				�z � z9	در	گرداب� 

 دهد.هاي ساده نشان مي) خلاصه توابع كمپلكس را براي جريان9-1جدول (

  هاي ساده) خلاصه توابع كمپلكس را براي جريان9-1جدول (

ϕ  ψ F(z) جريان پتانسيلي  

Ux Uy Uz جريان يكنواخت ساده دو بعدي  

U�x	cosα 	 y	sinα� U�y	cosα  x	sinα� UeH>αz  جريان يكنواخت با زاويهα دو بعدي  

mlnr mθ `mln�z  z9� جريان چشمه و چاه خطي  

Γ2π
θ  Γ2π

lnr `i Γ2π
ln�z  z9� جريان گرداب خطي  
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  . خلاصه (جمع بندي)7

شود. در حوالي مرز جامد كه نيروهاي ويسكوز حاكم بوده و گراديان شود سيال غير لزجي گفته ميصرفنظر ميويسكوز 

شود كه غير تراكمي (دانسيته آل گفته ميهايي ايدهباشد. به جريانباشد، تئوري لايه مرزي حاكم ميسرعت شديد مي

شود كه غير چرخشي باشند. هايي اطلاق ميپتانسيلي به جريان ثابت) بوده و از معادلات اويلر پيروي نمايد. جريان سيال

هاي پتانسيلي دو بعدي مي توان دو در مقادير ثابت بر هم عمودند. براي جريان ϕو تابع پتانسيل  ψدو منحني تابع جريان 

در  وستگي به دست آيد.اي كه معادله لاپلاس براي هر دو تابع از معادله پيرا تعريف نمود به گونه ϕو  ψتابع اسكالر 

نظريه تابع كمپلكس ثابت شده است كه اگر دو معادله لاپلاسي براي دو تابع اسكالر عددي وجود داشته باشد، مي توان 

به ترتيب بخش هاي موهومي و واقعي تابع پتانسيل  ϕو  ψ يك تابع پتانسيل كمپلكس تعريف كرد كه توابع اسكالر 

اي جرياني پتانسيلي است كه در مركز هندسي يك كره فرضي قرار دارد و جريان سيال  مذكور باشند. جريان چشمه نقطه

در جهت تمام شعاع هاي كره فرضي از چشمه جاري است. جريان چشمه خطي به صورت جريان شعاعي از يك منبع 

يان پتانسيل غير سيال خطي به صورت متقارن از سطح جانبي يك استوانه فرضي در نظر گرفته مي شود. گرداب خطي جر

چرخد و بر خلاف جريان چشمه خطي، اي ميبه صورت دايره zچرخشي است كه جريان غير ويسكوز حول محور 

    باشد. هاي استوانه صفر ميسرعت جريان در جهت شعاع
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در جريان سيالات دور از مرزهاي جامد، اثرات ويسكوزيته قابل اغماض ميباشد. به جريان سيالاتي كه از نيروهاي 
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