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  . مقدمه1

در فصل قبل معادلات حركت و پيوستگي در مختصات دكارتي، استوانه اي و كروي حاصل شدند. هم چنين معادلات 

 -استوكس براي سيالات نيوتني و غيرتراكمي به دست آمدند. تمام آزمايش ها نشان مي دهد كه معادلات ناوير -ناوير

استوكس براي -ند. متاسفانه حل تحليلي معادلات ناويراستوكس معادلات بنيادي حاكم بر حركت سيالات نيوتني مي باش

بسياري از مواقع مشكل و يا غيرممكن است. ليكن خوشبختانه با فرض هاي ساده شونده براي بسياري از جريانات مي 

استوكس را اعمال نمود. در اين فصل به چگونگي اعمال اين معادلات در حل حركت سيالات -توان معادلات ناوير

  پرداخته خواهد شد. ويسكوز 

استوكس يك معادله غيرخطي ديفرانسيلي جزيي مي باشد كه تاكنون حل تحليلي براي آن پيشنهاد نشده -معادله ناوير

است. بنابراين براي اعمال اين معادله بر سيالات واقعي نياز به حل تحليلي كامل اين معادله مي باشد كه متاسفانه وجود 

اين معادله و حذف بعضي از عبارت هاي آن براي سيالات خاص مي توان اين معادله را با ندارد. پس با ساده سازي 

استفاده از روش تحليلي و حل معادلات عادي ديفرانسيلي جواب هاي مناسب براي آن به دست آورد. ليكن نمي توان 

ظريه اي وجود ندارد كه بتوان ثابت كرد كه جواب هايي كه به دست مي آيد، منحصر به فرد مي باشد. چون هيچ گونه ن

جواب به دست آمده را با آن ارزيابي نمود. با روش خاص و بدون بعد كردن معادله ناويراستوكس نشان خواهيم داد كه 

استوكس قابل ساده شدن بوده و مي توان جواب هاي مناسبي براي بعضي از حركت سيالات مانند -چگونه معادلات ناوير

  رزي و سيالات پتانسيلي به دست آورد.سيالات خزشي ، لايه م

  استوكس    -. ساده سازي و حل معادلات ناوير2

  معادلات ناوير استوكس در شكل برداري آن به صورت ذيل به دست آمد:

)1-6(  ρ Dv��
Dt�

عبارت اينرسي

	 
�P�
عبارت فشار

 ρg���
عبارت گرانشي

 μ��v���
عبارت  ويسكوز
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مي باشد كه تاكنون حل  1يك معادله غيرخطي ديفرانسيلي جزيياستوكس -همان گونه كه ملاحظه مي شود معادله ناوير

تحليلي براي آن پيشنهاد نشده است. بنابراين براي اعمال اين معادله بر سيالات واقعي نياز به حل تحليلي كامل اين معادله 

هاي آن بـراي سـيالات خـاص     مي باشد كه متاسفانه وجود ندارد. پس با ساده سازي اين معادله و حذف بعضي از عبارت

را با استفاده از روش تحليلي و حل معادلات عادي ديفرانسيلي جواب هاي مناسب براي آن بـه دسـت    توان اين معادله مي

آيد، منحصر به فرد مي باشد. چون هـيچ گونـه نظريـه اي     مي هايي كه به دست توان ثابت كرد كه جواب آورد. ليكن نمي

وش خاص و بدون بعد كردن معادله ناويراستوكس آمده را با آن ارزيابي نمود. با ر وجود ندارد كه بتوان جواب به دست

استوكس قابل ساده شدن بوده و مي توان جواب هاي مناسبي براي بعضي از -نشان خواهيم داد كه چگونه معادلات ناوير

  حركت سيالات مانند سيالات خزشي ، لايه مرزي و سيالات پتانسيلي به دست آورد. 

  ستوكسا-هاي ساده سازي معادلات ناوير. روش3

  توان تقسيم كرد:روش هاي حل معادلات ناوير استوكس را به سه گروه ذيل مي

  2حل كامل )1

  3حل تقريبي )2

  4حل عددي )3

  حل معادلات كامل براي سيالات ويسكوز. 1-3 ١.١

استوكس داراي چهار عبارت اينرسي، ويسكوز، فشار و گرانشي مي باشد. با ساده سازي و حذف عبارت -معادلات ناوير

توان معادلات را ساده نمود به طوري كه با استفاده از حساب ديفرانسيل جـواب هـاي تحليلـي مناسـب بـراي      اينرسي مي 

بسياري از جريان سيالات ويسكوز در مجاري مختلف به دست آورد. در اين جا فرض هاي ساده سازي به صـورت هـاي   

  ذيل اعمال مي شود.

                                                           
1Non-Linear Partial Differential Equation 
2 Exact Solution 
3Approximation Solution 
4Numerical Solution 
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  5الف) فرض اغماض اثرات انتهايي

يرات در انتهاي جريان سيال در بعضي از شكل هاي هندسي مانند لوله، كانال قابل اغماض مـي باشـد.   با اين فرض كه تغي

نظـر مـي شـود. بـه عنـوان مثـال در        بنابراين از عبارت هاي جابجايي در عبارت اينرسي در معادله نـاوير اسـتوكس صـرف   

نظر مي شود. اين ساده سازي زمـاني اعمـال    صرف) z∂/∂جريان دارد، از ترم ( zحركت سيال در يك لوله كه در جهت 

  در مثالي در قسمت بعدي اين فصل به آن پرداخته خواهد شد. فرض مي شود كه جريان كاملا توسعه يافته باشد. اين

  6ب) فرض تقارن

ي تـوان از  در حركت سيال در شكل هاي هندسي متقارن مانند لوله، كره و يا استوانه ، جريان متقارن بوده به طوري كه م

  . 0	θ∂/∂صرف نمود. يعني فرض مي كنيم كه  θتغييرات در جهت 

  7ج) فرض حالت پايداري

چون شرايط مرزي ثابت بوده و زمان در آنها دخالت ندارد. مي توان جريان را پايدار فـرض نمـود و از    8در سيالات آرام

  باشد. فرض هاي تقارن و پايداري قابل اعمال كردن نمي 9نظر نمود. در سيالات متلاطم صرف t=0∂/∂عبارت 

  استوكس -حل تقريبي معادلات ناوير .2-3 ١.٢

هاي هندسي مختلـف بسـتگي بـه خـواص فيزيكـي ماننـد        شكل عمومي سرعت براي حركت سيالات در مجاري با شكل

هاي بدون بعد نشان داده خواهد  ويسكوزيته، دانسيته و يا سرعت جريان ندارد. در فصل شش اثرات اين متغيرها در گروه

دهنـد. حركـت سـيالات در بـازه      نشان مي 10شد. معمولا اثرات ويسكوزيته و سرعت جريان را در عدد بدون بعد رينولدز

وسيعي از عدد رينولدز قرار دارد. ليكن دو محدوده در مكانيك سيالات مورد توجه خاص قرار دارد كه تقريب ها در دو 

  اده قرار مي گيرد.حالت ذيل مورد استف

                                                           
5No End Effect 
6Axial Symmetry 
7Steady State 
8Laminar Flow 
9Turbulent Flow 
10Reynolds 

109



 

 6

  11الف) تقريب جريان خزشي

). در Re<1در اين تقريب جريان سيال بسيار كند و آرام بوده به طوري كه عدد رينولدز كوچك تر از يك مـي باشـد (  

هايي مانند جريان حركـت مـواد مـذاب پلـي مرهـا،       اينجا عبارت اينرسي از معادله ناوير استوكس حذف مي شود. جريان

هاي سوسپانسيون ها ، حركت در مخازن يا محيط هاي متخلخل در اين گروه قـرار دارنـد. بـراي سـيالات      جريان محلول

  خزشي نيوتني معادلات حركت به صورت ذيل استفاده مي شود:

)2-6( 
�P  ρg��  μ��v�� ≃ 0                        �Re = ρ < � � �
μ ≪ 1  

  12ب) تقريب جريان غير لزجي

�Reباشد، ( تر از يك مي بزرگدر شرايطي كه سرعت جريان بسيار �) در اين حالت عبـارت ويسـكوز قابـل اغمـاض     1

نيروهاي اينرسـي حـاكم بـوده و از نيروهـاي ويسـكوز       13خواهد بود. به عبارتي در حركت سيالاتي مانند جريان پتانسيلي

ما و حركت موشك را مـي  هايي مانند ديناميك گازها در لوله ها، حركت پرنده ها مانند هواپي شود. جريان نظر مي صرف 

استوكس به صورت ذيل نوشته  -هايي از جريان غيرلزجي (پتانسيلي ) نام برد. در اين حالت معادله حركت ناوير توان مثال

  مي شود:

)3-6( ρ Dv��
Dt 	 
�P  ρg��      !Re ≫ 1# 

آيد. در فصـل هـاي بعـدي     به دست مي 15ناميده مي شود. با انتگرال گيري از اين معادله، معادله برنولي 14اين معادله اويلر

  استوكس توضيح داده خواهد شد.  -تقريب هاي مذكور با استفاده از معادله بدون بعد ناوير

  حل عددي معادله ناوير استوكس .3-3 ١.٣

هاي خزشـي و غيـر لزجـي اسـتفاده كـرد، لازم اسـت معـادلات         در شرايطي كه نتوان از فرضيات ساده شونده و يا تقريب

استوكس را به طور كامل حل نمود. در اين حالت همان گونه كه قبلا اشاره شد، نمي تـوان از روش هـاي تحليلـي    -ناوير

                                                           
11Creeping Flow Approximation 
12Inviscid Flow Approximation 
13Potential Flow 
14Euler 
15Bernoulli 
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روش هـاي   16ددي بهـره بـرد. در ديناميـك سـيالات محاسـباتي     استفاده نمود. بنابراين لازم است از روش هـاي آنـاليز ع ـ  

و ... . در اين  18، المان محدود17استوكس پيشنهاد شده است مانند روش تفاضل محدود-مختلفي براي حل معادلات ناوير

زارها تهيه و به بازار عرضه شده است. با استفاده از اين نرم اف COMSOLو  FLUENTخصوص نرم افزارهاي پيشرفته مانند 

سيالات پيچيده مانند حركت مواد مذاب پلي مرها ، پيش گويي هوا و غيره قابل حل مي باشـد. در ايـن نوشـتار بـه علـت      

  محدوديت به روش هاي عددي پرداخته نخواهد شد.

  . روش حل كامل سيالات ويسكوز4

  ده به صورت زير است.استوكس با استفاده از فرض هاي ساده شون -روش عمومي براي حل كامل معادله ناوير

و نيوتني بودن سيال انجام شود. فرض هايي مانند  19) ابتدا لازم است كه فرضيات منطقي مانند جريان غيرتراكمي پايدار1

  پايداري، تقارن و اغماض اثرات انتهايي نيز ابتدا لازم است اعمال گردد. 

در حركت سيال مهم مي باشد. معمولا سيال در مجاري بسته كه داراي مرزهاي جامد باشند،  20) اثرات نيروهاي گرانشي2

شوند. نقش نيروهاي گرانشي در مجاري بسته مانند لوله ها ، كانال ها و غيره به  نيروهاي گرانشي در عبارت فشار ادغام مي

بـه صـورت زيـر، بـه فشـار       رتفـاع اسـتاتيكي  عمل مـي نمايـد. در ايـن حالـت، ا     ρghبه صورت  21عنوان ارتفاع استاتيكي

  ديناميكي اضافه مي شود:

 P/ 	 P  ρgh 
  استوكس به صورت ذيل نوشته مي شود:-مي گويند. پس در اين حالت معادله ناوير 22فشار هيدروديناميكي /Pكه به 

)4-6( ρ Dv��
Dt 	 
�P/  μ��v�� 

                                                           
16 Computational Fluid Dynamics (CFD) 
17Finite Difference 
18Finite Element Method (FEM) 
19Steady Incompressible Flow 
20Gravity Forces 
21Static Head 
22Hydrodynamic Pressure 
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مختصـاتي متناسـب بامجـاري و شـكل هندسـي      استوكس و پيوستگي در دستگاه -) لازم است معادلات ساده شده ناوير3

سيال نوشته شوند. در ساده سازي، عبارت هايي كه با فرضيات در نظر گرفته شدند، حذف شده و يـا مسـاوي صـفر قـرار     

استوكس به صورت چند عبارت به دست خواهنـد آمـد. ايـن معـادلات بـه       -داده مي شوند. در اين حالت معادلات ناوير

  سيل عادي بوده كه با استفاده از روش تحليلي قابل حل مي باشند.صورت معادلات ديفران

) با انتگرال گيري از معادلات عادي ديفرانسيلي، روابطي به دست مي آيند كه داراي ثابت هاي انتگراسيون خواهند بود. 4

جـاري خـاص   باشد كه با فرض هاي سـاده شـونده بـراي بعضـي جريـان هـا در م       ميP=P(x,y,z)معمولا فشار به صورت 

  تغييرات فشار به صورت يك بعدي در نظر گرفته خواهد شد.

براي به دست آوردن ثابت ها لازم مي باشد. معمولا شرايط مرزي بـراي فشـار در نقـاط خـاص      23) اعمال شرايط مرزي5

ن مثال براي قبلا ارائه شده است. شرايط مرزي براي سرعت به صورت هاي مختلف در هر مساله متفاوت مي باشد. به عنوا

ها، سرعت در سطح جامد يعني در ديواره لوله و يا كانال صفر در نظـر   حركت سيال در مجاري بسته مانند كانال ها و لوله

در مـرز جامـد مـي گوينـد. در حركـت سـيالات آزاد (يكنواخـت) در         24گرفته مي شود. به اين فرض شرط عـدم لغـزش  

سيال آزاد اطراف كره يا استوانه معمولا سرعت سيال در فاصله دور از مجاري اطراف اشياي در حال سكون مانند حركت 

كه همان سرعت سيال آزاد است به عنوان شرط مرزي براي سرعت استفاده مي شود. در شرايطي كه يـك سـيال در    شئ

 تماس با يك سيال ديگر باشد، سرعت در سطح تماس دو سيال يكسان خواهند بود.
سيال، شرايط مرزي يعني پيوستگي در تنش برشـي مـابين دو سـيال مهـم مـي باشـند. در ايـن        در سطح مشترك ما بين دو 

  حالت تنش برشي در مرز مشترك ما بين دو سيال به صورت شرط مرزي ذيل استفاده مي شود:

 4μ5
dv5
dy 7

898:
= 4μ�

dv�
dy 7

898:
 

مختصات سطح مشترك مي  y0پروفيل سرعت دو سيال خواهند بود. هم چنين  v2و  v1ويسكوزيته دو سيال،  2µو 1µكه 

  باشد. 

                                                           
23Boundary Condition (B.C.) 
24No-Slip Condition 
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  . انواع جريان ويسكوز5

  دو دسته از جريان هاي ويسكوز وجود دارند كه به شرح ذيل به آن اشاره مي شود. 

  25جريان فشاري پويزله .1-5

طوري كه مرزهـاي مجـاري حركـت سـيال ثابـت      هاحركت سيال ناشي از فشار اعمال شده بر سيال بوده به در اين جريان

  بوده و سيال تحت اختلاف فشار حركت مي كند. مانند جريان حركت سيال در يك لوله يا كانال.

    26جريان برشي كوئت .2-5
نماينـد. در  ، سيال در مجاري حالت سكون داشته به طوري كه مرزهاي جامد حركت مي 27هاي برشي يا درگدر جريان

هـا،  سيال از طريق نيروهاي برشي از صفحه جامد شروع شده و به صـورت حركـت نفـوذي مولكـول     اين حالت، حركت

شود. به عنوان مثال حركت جريان برشي ما بين دو صـفحه مـوازي مسـطح    اي به لايه ديگر سيال منتقل ميمومنتوم از لايه

هاي قبلي تحـت جريـان برشـي    در فصل جامد كه يكي متحرك بوده و ديگري در سكون بوده در نظر بگيريد. اين مسئله

  گيرد.ساده به اندازه كافي به آن پرداخته شد. ليكن مجددا به طور كامل در اينجا مورد بررسي قرار مي

  

  

  

  

  : حركت سيال در يك جريان برشي(كوئت)6-1شكل 

                                                           
25Poiseuille Flow 
26Couette Flow 
27Drag 

y=h P0 
P 

y=0 

x 

y 

V 

113



 

 10

  نيوتني در جريان برشي (جريان كوئت). حركت سيال 6

گيريم. توزيع فشار و پروفيل سـرعت در ايـن   ) حركت سيال نيوتني بين دو صفحه موازي را در نظر مي6-1مطابق شكل (

جريان خواسته شده است. براي حل اين مسئله و براي به دست آوردن پروفيل سرعت لازم است كه مراحـل ذيـل انجـام    

  شود.

  شود. ، ابتدا در نظر گرفته ميTو ثابت =  µ، ثابت = ρه مانند ثابت = ) فرضيات اولي1

  شود.) معادله پيوستگي در مختصات دكارتي براي اين سيال نوشته مي2

)5-6( ∂v=∂x  ∂v8
∂y  ∂v>∂z = 0 

v8باشد، بنابراين مي xنظر به اينكه سرعت صفحه بالايي فقط در جهت  = v> =   خواهد بود. پس خواهيم داشت:0

)6-6( ∂v=∂x = 0 
  باشد. مي dvx/dx=0توان نتيجه گرفت كه بوده پس مي vx=vx(y)بنابرين با توجه به اينكه 

  شود.استوكس در مختصات دكارتي براي اين جريان به صورت ذيل نوشته مي -) معادلات ناوير3

)7-6(  ρ
Dvx
Dt = 
 ∂P?

∂x  μ @∂2vx
∂x2  ∂2vx

∂y2  ∂2vx
∂z2 A 

)8-6(  0 = 
 ∂P/
∂y 

)9-6(  0 = 
 ∂P/
∂z 

باشد. مي Dvx/Dt=0شود، به طوري كه شود كه جريان پايدار بوده و از اثرات انتهايي صرف نظر مياينجا فرض ميدر 

Pشود كه ) ملاحظه مي6-9() و 6-8از طرفي طبق معادلات ( = P(x) پس معادلات مذكور به شكل ذيل نوشته  ،بوده

  شوند.مي

)10-6(  
 BC?
BD  µ

∂�v=∂y� = 0 

)11-6(  ∂C?
∂x = dC?

dx  
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  ) خواهيم داشت:6-10گيري از معادله ( ) حال با دو مرتبه انتگرال4

)12-6(  v= = 1
4μ @dP/

dxA y�  c5y  c� 
  باشد.ها نياز به شرايط مرزي ميهاي انتگراسيون هستند. براي پيدا كردن اين ثابتثابت �cو  c5كه 

  شوند:) شرايط مرزي در اين مسئله به صورت ذيل نوشته مي5

)13-6(  y 	 0       ;          v= 	 0 
y 	 h      ;          v= 	 V 

  آيد:) پروفيل سرعت به صورت ذيل به دست مي6-12پس با اعمال اين شرايط مرزي در معادله (

)14-6(  v= 	 V Iy
hJ 
 h�

2μ
dC?
dx 4Iy

hJ 
 Iy
hJ�7 

  ) براي به دست آوردن دبي حجمي براي جريان كوئت  بين دو صفحه خواهيم داشت:6

)15-6(  Q 	 wh〈v=〉 	 O O v= dydzP
Q

R
Q

	 wh O v=dSy hT U5
Q

 
  گيري مي توان نوشت: ) و انتگرال6-15) در معادله (6-14پس با جا گذاري معادله (

)16-6(  Q = 1
2 whV 
 whV

12μ
dC?
dx  

باشند. در شرايطي كه فاصله ما بين دو صفحه خيلي متوسط سرعت سيال مي 〈=v〉عرض صفحات بوده و  wكه در اينجا 

توان از افت فشار صرف نظر نموده، به طوري كه پروفيل سرعت خطي بوده ميكم و در حدود كمتر از يك اينچ باشد، 

  شود:و به صورت ذيل نوشته مي

)17-6(  v= 	 V Iy
hJ 

  هاي قبل نيز اشاره شده است.كه به اين پروفيل خطي در فصل

)، به صورت ذيل به 6-16از طرفي ديگر اگر فاصله ما بين دو صفحه زياد باشد، تغييرات فشار با انتگرال گيري از رابطه (

  آيد:دست مي

)18-6(  O dC?W
W:

	 O �1
2 whV 12μ

whV 
 12μQ
whV  dx=

Q
	 O �6μV

h� 
 12μQ
whV  dx=

Q
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C? = PQ/  �3μV
h� 
 6μQ

whV x 
  باشد.فشار در ابتداي صفحه يا فشار اتمسفر مي PQكه 

  . حركت سيال نيوتني ما بين دو صفحه مسطح موازي يا در يك داكت7

  ) در نظر بگيريد.6-2موازي را مطابق شكل ( حركت سيال نيوتني ما بين دو صفحه مسطح

  

  

  

  

  

  )h/w<<1: جريان در يك كانال با عرض كم (6-2شكل 

  

  

  

  

  

    
  : شكل هندسي سيال در يك داكت3-6

\]Zسيال نيوتني و تراكم ناپذير است ( ;باشد) فرضيات : جريان پايدار مي1
Z] = 0.(  

\]Zباشند، يعني ) اثرات انتهايي قابل اغماض مي2
Z= = شود. به عبارتي سيال كاملا توسعه يافته است و فرض مي )(0

v8 = v> =   نمايد.حركت مي xخواهد بود؛ يعني سيال فقط در جهت  0

\]Zشود يعني (صرف نظر مي zباشد، پس از تغييرات در جهت ) با توجه به اينكه عرض صفحات خيلي زياد مي3
Z> = 0(.  

w 

2h 

L 

x 

z 

y 

x 

y h 

h 

L 

vx 

  ديواره بالايي

 P0 Pپاييني ديواره

116



 

 13

 باشند، بنابراين از فشار هيدروديناميكي بهمي y) مجراي حركت سيال بسته خواهد بود و نيروهاي گرانشي در جهت 4

/Pصورت  = P  ρgh شود.استفاده مي  

  شود. پس:) از شرايط مرزي عدم لغزش در صفحات مرزي استفاده مي5

  y = _h		; 	v= 	 0 

  شود:) معادله پيوستگي به صورت ذيل نوشته مي6

  ∂v=∂x  ∂v8
∂y  ∂v>∂z 	 0	

v8چون  	 v> 	   باشد، پس ساده شده، خواهيم داشت:مي 0

)19-6(  ∂v=∂x 	 0 

\]Zچون 
Z> 	 \]Zو  0

Z= 	 =vپس  0 	 v=!y#  يعني سرعت تابعي از ،y باشد.مي  

  شوند به شكل زير ساده خواهند شد:استوكس نوشته مي -) معادلات مومنتوم كه به صورت ناوير7

)20-6(  ρ �∂v=∂t  v= ∂v=∂x  v8 ∂v=∂y  v> ∂v=∂z  	 
∂P/
∂x  μ@∂�v=∂x�  ∂�v=∂y�  ∂�v=∂z� A 

)21-6(  0 	 ∂P/
∂y 								يا											

∂P
∂y 	 
ρg 

)22-6(  0 	 
∂P/
∂z 										يا											

∂P
∂z 	 0 

/ZWجا با توجه به اينكه در اين
Z8 	 ZW/

Z> 	 /Pباشد، پس مي  0 	 P/!x#  خواهد بود. بنابراين معادله ديفرانسيلي حركت سيال

  به صورت ذيل نوشته خواهد شد.

)23-6(  µ
∂�v=∂y� 	 ∂P/

∂x 

)24-6(  ∂P/
∂x 	 dP/

dx 

  توانيم فرض كنيم كه:باشد، ميمي xحال با فرض اينكه افت فشار فقط در جهت 

)25-6(  dP/
dx 	 k						 IثابتJ 
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  ) به صورت ذيل خواهيم داشت:6-25گيري از رابطه ( پس با انتگرال

)26-6(  O dPW
W:

	 O kdx							يا							P 
 PQ
a

Q
	 kL 

  آيد:) به صورت ذيل به دست مي6-26بنابراين افت فشار با استفاده از معادله (

)27-6(  dP/
dx 	 
∆P

L 	 k	
  شود:) به صورت ذيل نوشته مي6-23( لذا معادله حركت

)28-6(  µ
d2vx
dy2 = 
 ∆P

L  

  گيري از اين معادله، پروفيل سرعت به صورت ذيل به دست مي آيد: حال با انتگرال

)29-6(  O d �dv=dy  	 O 
 ∆P
Lμ dy  C5 

)30-6(  dv=dy 	 
 1
μ

∆P
L y  C5	

  گيري مجدد خواهيم داشت: پس با انتگرال

)31-6(  v= 	 1
2μ �


∆P
L  y�  C5y  C� 

  آيند.باشند و با استفاده از شرايط مرزي به دست ميدو ثابت انتگراسيون مي �Cو  C5كه 

  شوند:هاي انتگراسيون به صورت ذيل ارائه مي) شرايط مرزي براي به دست آوردن ثابت8

)32-6(  y = 0				 ∶ 					 dv=dy 	 0 

y 	 h				 ∶ 						 v= 	 0 

τ(باشد، يعني صفر ميشود كه در مركز وسط ما بين دو صفحه تنش برشي ملاحظه مي 	 µ
d[\
d8 	 و در صفحات  )0

شود. بنابراين با استفاده از شرايط باشد، به طوري كه سرعت سيال در آن صفر در نظر گرفته ميتنش برشي ماكزيمم مي

  مرزي خواهيم داشت:

)33-6(  C5 	 0							; 						C� 	  h�
2μ �

∆P
L   
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  آمد:پس شكل نهايي پروفيل سرعت به صورت ذيل به دست خواهد 

)34-6(  v= = 1
2μ �∆P

L  (h� 
 y�) 

P∆كه  = PQ 
 P باشد.مي  

  ) شار جريان حجمي در كانال9

  گردد:براي به دست آوردن دبي حجمي سيال بر واحد عرض كانال از طريق ذيل عمل مي

)35-6(  
dQ = v=dy 

Q 	 O dQe
Q

	 O v=dyP
fP

	 O 1
2μ �∆P

L  !h� 
 y�#dyP
fP

 
)36-6(  Q 	 2hV

3μ �∆P
L   

  آيد:سرعت متوسط نيز از رابطه ذيل به دست مي

)37-6(  〈v=〉 	 Q
سطح28مقطع مساحت  

	 Q
2h 	 h�

3μ �∆P
L   

  ) توزيع تنش برشي در كانال10

  توزيع تنش برشي از رابطه ذيل به دست مي آيد:

)38-6( τ8= 	 μ @∂v=∂y  ∂v8
∂x A 

  ) خواهيم داشت:6-31گيري از پروفيل سرعت (رابطه  كه با مشتق

)39-6( τ8= 	 
y �∆P
L   

  ) ±h	y) تنش برشي در روي ديواره هاي بالا و پايين را بنويسيم (يعني در 6-39حال اگر با استفاده از معادله (

)40-6( τhi 	 
h �∆P
L          ;           y 	 h 

)41-6( τhj 	 h �∆P
L          ;           y 	 
h 

 دهد:) توزيع تنش را بين دو صفحه موازي نشان مي6-4به معني بالايي وپاييني مي باشند. شكل ( lو  uهاي كه بالانويس
                                                           

28 Cross Sectional Area 
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  : توزيع تنش برشي در حركت فشاري بين دو صفحه موازي6-4شكل 

  . حركت سيال نيوتني بين دو صفحه موازي با استفاده از موازنه مومنتوم8

سـاده تـر اسـت از معـادلات حـاكم       . روش اول كـه ه استدو روش عمومي براي تحليل حركت سيالات توسعه داده شد

استوكس استفاده مي شود. در روش دوم از موازنه مومنتوم روي يك المان حجم استفاده مي شود. در قسمت قبل  -ناوير

 29) اگر يك المان6-5از روش اول استفاده گرديد، در اين قسمت از روش موازنه مومنتوم استفاده مي شود. مطابق شكل (

مـي   dzبوده و عمـق آن   dyو  dxتوده سيال بين دو صفحه در نظر بگيريد، طول و عرض المان ديفرانسيلي را در  29المان

 باشد.
 
 
 
 
  

  

  

  

                                                           
29Shell 

x 

y 
x 

y 

τyx 

τyx + (∂τyx/∂y)dy 

ρvx
2 

P 

ρvx
2 

P + (∂P/∂x)dx 

τ  

τhi  

τhj  

x 

y 
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  : موازنه مومنتوم بر روي المان سيال6-5شكل 

  مي نويسيم كه خواهد بود: x) ابتدا برآيند موازنه مومنتوم جابجايي را در جهت 1

 
Fm∆ ٣٠برآيند مومنتوم جابجايي 	 nρ v=� dy dzopq 
 nρ v=� dy dzori] 

، مومنتوم خطي يا نيروي لختي بر واحد سطح مي باشد، پس ضرب آن در مساحت سـطح  ρv2ملاحظه مي شود كه واحد 

  ورودي و خروجي برآيند نيروهاي لختي از المان به دست خواهد آمد.) كل مومنتوم dydzالمان (

  ) موازنه نيروهاي فشاري در المان به صورت زير است:2

FW∆ ٣١برآيند نيروهاي فشار 	 nP dy dzopq 
 4�P  ∂P
∂x dx  dy dz7ri] 

  ) موازنه تنش برشي مطابق شكل بر روي المان به صورت ذيل نشان داده مي شود:3

Fs∆ ٣٢برشيبرآيند نيروهاي تنش  	 t@τ=8  ∂τ=8
∂y dyA  dx dzu

pq

 vτ=8 dx dzwri] 

) مقـدار كـل   dx dzشود كه واحد تنش برشي نيرو بر واحد سطح است كه با ضـرب آن در مسـاحت المـان (   ملاحظه مي

  نيروي برشي در ورودي و خروجي المان به دست مي آيد.

  )موازنه نيروهاي كل بر المان به صورت ذيل نوشته مي شود:4

)42-6( ∆Fm  ∆FW  ∆Fs 	 0 
  )خواهيم داشت:dx dydz) و تقسيم آن بر حجم المان (6-42با جايگذاري عبارت هاي بالا در معادله (

)43-6( 
 ∂P
∂x  ∂τ=8

∂y 	 0 

                                                           
30Net Convective Momentum 
31Net Pressure Force 
32Net Shear Force 
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-43در معادلـه (  μ(∂vx/∂y)	τyx. با جايگذاري مي شودΔFI=0 بايد توجه داشت كه چون سيال پايدار است، بنابراين 

  استوكس به دست آمد:-آيد كه اين معادله قبلا از طريق معادلات ناويربه دست ميمعادله ديفرانسيلي سرعت   )،6

)44-6( µ
d�v=

dy�
= 


∆P

L
 

  33. حركت سيال نيوتني در قالب دو استوانه متمركز9

حركت سيالي را در ميان دو استوانه متمركـز، كـه     براي ارائه مثالي براي حركت سيالات نيوتني در مختصات استوانه اي،

كاربرد وسيعي در صنايع پلاستيك به ويـژه   درون ديگري قرار دارد، مورد بررسي قرار مي دهيم. اين شكل هندسييكي 

  .مرها دارددهي پليفرآيند شكل

شـعاع هـاي اسـتوانه هـاي       ) قالبي را كه از دو استوانه متمركز تشكيل شده است، نشان مي دهد. مطابق شكل،6-6شكل (

مي باشد. مراحل بـه دسـت آوردن پروفيـل سـرعت و دبـي حجمـي بـه         Lو طول قالب  R2و  R1داخل و خارج به ترتيب 

 صورت ذيل است:

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

  

                                                           
33Annular Die 

L 

R2 

R1 z 

r 

 ورودي خروجي

پروفيل سرعت

پروفيل سرعت P2 P1 

سيال

سيال
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  : حركت سيال نيوتني بين دو استوانه هم مركز6-6شكل 

شود. بـا توجـه بـه ايـن كـه شـكل هندسـي سـيال اسـتوانه اسـت، پـس از             ) سيال غير تراكمي هم دما و نيوتني فرض مي1

  ) براي آناليز حركت سيال استفاده مي شود. r,θ,zمختصات استوانه اي (

  خواهد بود. vr = vθ = 0است، بنابراين  z) با توجه به اين كه حركت سيال يك بعدي در جهت 2

  ) معادله پيوستگي در مختصات استوانه اي براي سيال مذكور نوشته مي شود:3

)45-6( ∂ρ
∂t  1r ∂∂r (ρ r v{) 

1

r

∂
∂θ (ρ v|) 

∂
∂z (ρ v>) = 0 

  سازي معادله پيوستگي خواهيم داشت:كه بعد از ساده

)46-6( ∂v>∂z 	 0 
مي باشد، θو  z) همان فرض اغماض از اثرات انتهايي است. بنابراين با توجه به اين كه سرعت مستقل از 6-46كه رابطه (

  خواهد بود.  vr = vr(r)پس 

اي در استوكس را در دستگاه مختصات استوانه -كنيم و معادله ناوير، استفاده ميθ = 0∂/∂) از فرض تقارن محوري ، 4

 نماييم:به صورت ذيل نوشته و ساده مي zجهت 
)47-6(  ρ �∂v>∂t  v{

∂v>∂r  v|

r

∂v>∂θ  v>

∂v>∂z  	 
 ∂P/∂z  μ t1
r

∂
∂r �r ∂v>∂r   1

r�
∂�v>∂θ�  ∂�v>∂z� u 

) 6-47هاي معادلـه ( ؛ بيشتر عبارت 0	 z∂/∂و  vr = vθ = 0و اين كه  ( 0	 t∂/∂)با استفاده از فرض حالت پايداري، 

 آيد:ذيل به دست ميحذف شده و معادله ساده شده به صورت 
)48-6(  
 ∂P?

∂z  μ 41
r

∂
∂r �r ∂vz

∂r  7 = 0 
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هـاي  هاي آن حذف خواهند شد و تنها عبـارت تر عبارتساده شده و بيش θو   rهاي استوكس در جهت -معادلات ناوير

  مانند:ذيل باقي مي

)49-6(  
∂P/
∂r = 0 

∂P/
∂θ 	 0 

/Pبنابراين در اين حالت  	 P/(z) شود:خواهد بود. پس عبارت فشار به صورت ذيل نوشته مي  

)50-6(  
 ∂C?
∂z = 
 dC?

dz 	 C?2 
 P?1
L  

  ) معادله پروفيل سرعت به صورت ذيل به دست خواهد آمد:6-50گيري از رابطه ( با دو مرتبه انتگرال

)51-6(  v> 	 
 1
4μ @


∂P/
∂zA r�  C5 ln r  C� 

  آيند.شرايط مرزي به دست مي هاي انتگراسيون هستند و با استفاده ازثابت �Cو  C5كه 

 شوند:) شرايط مرزي در اين سيال به صورت ذيل تعيين مي5
)52-6(  r = R5     ∶      v> 	 0 

r 	 R�     ∶      v> 	 0 
 آيند:و شكل نهايي پروفيل سرعت به دست مي �Cو  C5هاي )، ثابت6-51با اعمال شرايط مرزي در معادله (

)53-6(  

C5 	 14μ @
 ∂P/
∂zA R�� 
 R5�

ln ~R� R5T �
 

C� 	 14μ @
 ∂P/
∂zA R�� 
 C5 ln R� 

  ) خواهيم داشت:6-51در معادله ( �Cو  C5بنابراين با جايگذاري 

)54-6(  v> 	 14μ @
 ∂P/
∂zA

��
��
�� ln Ir R�T J
ln ~R� R5T �

(R�� 
 R5�)  (R�� 
 r�)
��
��
�� 

  دهد.) پروفيل سرعت را نشان مي6-6شكل (
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rو خــارجي  rهــاي داخلــي اي بــا شــعاع) دبــي حجمــي ســيال بــا اســتفاده از المــان حجمــي اســتوانه 6dr  بــه صــورت

dQ = v>2πrdr آيد:شود كه با انتگرال گيري دبي حجمي كل به صورت ذيل به دست مينوشته مي  

)55-6(  Q = O dQe
Q

= O v>2πrdr��

��
 

  آيد:گيري، دبي حجمي كل به دست مي) در معادله بالا و انتگرال6-54با جايگذاري پروفيل سرعت يعني معادله (

)56-6(  Q = π(R�� 
 R5�)8μ @
 ∂P/
∂zA

��
��
��R��  R5� 
 R�� 
 R5�

ln ~R� R5T ���
��
��
 

  شود:گيري از انتگرال غير معين ذيل استفاده ميتوجه شود كه در انتگرال

)57-6(  O r ln r dr 	 r�
2 ln r 
 r�

4  
R5از طرفي در شرايطي كه  → Rميل كند، قالب به شكل يك لوله بـا شـعاع    0 	 R�       در خواهـد آمـد كـه دبـي آن بـه

  شود:شكل ذيل نوشته مي

)58-6(  Q 	 πR�
8μ @
 ∂P/

∂zA 
  معروف است. 34پويزله-) به قانون هيگن6-58كه معادله (

    35هاي دو بعدي. حركت سيالات نيوتني در جريان10
ها كه فاصله ما بين دو صـفحه آن كـم نباشـد، در مختصـات دكـارتي بـه       حركت سيالات تراكم ناپذير و نيوتني در كانال

اي و يا كروي، به صورت استوانهباشد. هم چنين حركت سيالات اطراف كره و استوانه در مختصات صورت دو بعدي مي

  دو بعدي تحليل مي شود.

جـا  دهيم. در ايندر اين قسمت حركت سيال را در كانالي به صورت دو بعدي در مختصات دكارتي مورد آناليز قرار مي 

=vهاي سرعت به صورت مؤلفه = v=(t, x, y)  ،v8 = v8(t, x, y)  و فشارP/ = P/(t, x, y)      خواهـد بـود. فـرض نمـاييم

                                                           
34Hagen-Poiseuille Law 
35Two-Dimensional Flow 
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<vكه سيال حالت پايدار دارد و  = -اسـتوكس را بـه صـورت ذيـل مـي      -باشد. بنابراين معادلات پيوستگي و ناويرمي 0

  نويسيم:

)59-6(  ∂v=∂x  ∂v8
∂y = 0 

)60-6(  ρ Dv=Dt 	 
 ∂P/∂x  μ @∂�v=∂x�  ∂�v=∂y� A 

)61-6(  ρ Dv8Dt 	 
 ∂P/∂y  μ @∂�v8
∂x�  ∂�v8

∂y� A 

سه مجهول و سه معادله داريم. از طرفي حل اين گونه معادلات به روش تحليلي مشكل و يا جا شود كه در اينملاحظه مي

 -توان با استفاده از توابع جريان، دو معادله ناويرنمايد. ليكن همان گونه كه قبلا در فصل دوم اشاره شد ميغير ممكن مي

جـا اگـر از دو طـرف معادلـه     ددي حل نمود. در ايناستوكس را تبديل به يك معادله نموده و آن را با استفاده از روش ع

Z) به ترتيب به صورت 6-61) و (60-6((
Z8  وZ

Z= مشتق بگيريم و سـپس دو معادلـه را از هـم كـم كنـيم،       36يعني ضربدري

  هاي فشار به صورت ذيل حذف خواهند شد:عبارت

)62-6(  ∂�P/
∂y ∂x 
 ∂�P/

∂x ∂y = 0 

  سازي به صورت ذيل نوشته مي شود:مذكور حاصل مي شود بعد از سادهدر اين جا معادله اي كه از جمع دو معادله 

)63-6(  ∂ξ>∂t  v= ∂ξ>∂x  v8
∂ξ>∂y = μ

ρ t∂�ξ>∂x�  ∂�ξ>∂y� u 

  مي باشد. در فصل چهارم، به صورت ذيل تعريف گرديد: zحول محور  37گردابش ξzكه در اين معادله 

)64-6(  ξ> 	 ∂v8∂x 
 ∂v=∂y  
  جريان لاگرانژي خواهيم داشت:از طرفي با استفاده از تعريف تابع 

)65-6(  
v= = ∂ψ

∂y 
v8 = 
 ∂ψ

∂x  
                                                           

36Cross Differentiation 
37Vorticity 
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  توان نوشت:) مي6-64) در (6-65پس با جايگذاري روابط (

)66-6(  ξ> = 
 ∂�ψ
∂x� 
 ∂�ψ

∂y� = 
��ψ 
  رسيم:) به معادله ديفرانسيلي درجه چهارم ذيل مي6-63) در  معادله (6-66بنابراين با جايگذاري رابطه (

)67-6(  ∂
∂t ��ψ  ∂ψ∂y

∂
∂x ��ψ 
 ∂ψ

∂x
∂

∂y ��ψ = μ
ρ ��ψ 

) يك معادله غيرخطي اسكالر ديفرانسيل جزيي از درجه چهار اسـت. در حالـت پايـدار، از عبـارات طـرف      6-67معادله (

  شود:شود و معادله به صورت ذيل ساده مينظر ميچپ معادله صرف

)68-6(  ��ψ = 0 
اي و كروي نيز موجود است مذكور در مختصات استوانه) نياز به چهار شرط مرزي داريم. معادله 6-68براي حل معادله (

  ارائه شده است. 38هاي انتقال برد و همكارانو در كتاب پديده

  توان به شكل ديفرانسيلي زير نيز نوشت:) را مي6-68معادله (

)69-6(  ∂�ψ
∂x�  2 ∂�ψ

∂x� ∂y�  ∂�ψ
∂y� = 0 

   

                                                           
38 Transport Phenomena ; Bird, Stewart, Lightfoot 
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  . خلاصه(جمع بندي)11

توان تقسيم كرد: حل كامل، حل تقريبـي، حـل عـددي.    به سه گروه ذيل مياستوكس را  -روش هاي حل معادلات ناوير

در روش حل كامل مي توان از فرضياتي چون اغماض اثر انتهايي، تقارن و حالت پايـداري اسـتفاده كـرد. در روش حـل     

ت سيال در معمولا براي حركتقريبي از تقريب هايي چون تقريب جريان خزشي و تقريب جريان غيرلزجي استفاده كرد. 

مجاري هاي بسته كه داراي مرزهاي جامد باشند، نيروهاي گرانشي در عبارت فشار ادغام مي شوند. در شرايطي كه نتوان 

استوكس را به طور -از فرضيات ساده شونده و يا تقريب هاي خزشي و غير لزجي استفاده كرد، لازم است معادلات ناوير

ي حل معادلات حركت با توجه به هندسـه و شـرايط حركـت سـيال تعيـين مـي       معمولا شرايط مرزي براكامل حل نمود. 

 -شود. دو روش عمـومي بـراي تحليـل حركـت سـيالات توسـعه داده شـد. روش اول اسـتفاده از معـادلات حـاكم نـاوير           

در حركت سيالات تراكم ناپذير و نيـوتني  استوكس است، روش دوم استفاده از موازنه مومنتوم روي يك المان حجمي. 

باشـد. حركـت سـيالات    ها كه فاصله ما بين دو صفحه آن كم نباشد، در مختصات دكارتي به صورت دو بعدي مـي كانال

ها كه فاصله ما بين دو صفحه آن كم نباشد، در مختصات دكـارتي بـه صـورت دو بعـدي     تراكم ناپذير و نيوتني در كانال

  اي و يا كروي، به صورت دو بعدي تحليل مي شود.ت استوانهباشد. حركت سيالات اطراف كره و استوانه در مختصامي
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