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  . مقدمه1

تواند ساده شود، به طوري كه مـي  استوكس براي گروه خاصي از سيالات مي -در فصل پنجم بيان شد كه معادلات ناوير

هاي قابل قبولي براي اين گونه سيالات فراهم نمود. سيالات ويسكوز با عدد رينولدز پـايين  توان با كمك تقريب، جواب

)Re << 1( گيرند. در اين فصـل بـا آنـاليز عـددي نشـان خـواهيم داد كـه بـراي         در گروه جريان سيالات خزشي قرار مي

اسـتوكس را بـراي    -ساده شـده نـاوير  هاي اينرسي قابل اغماض بوده، به طوري كه بتوان معادلات سيالات خزشي عبارت

  هاي سيالات ويسكوز با اطمينان اعمال نمود.توصيف حركت جريان

 براي سيالات با عدد پايين رينولدز  1. معادلات استوكس2

استوكس در فصل ششم نشان داده و توضيح داده شد كه براي عبارت فشار از مشخصـه فشـار بـه     -معادله بدون بعد ناوير

شود كه براي سيالات با ويسـكوزيته بسـيار   شود. در اين جا نشان داده ميبراي سيالات غير لزجي استفاده مي ρu2صورت 

 -توان عبارت اينرسـي را بـا اسـتفاده از معادلـه بـدون بعـد نـاوير       ها خيلي پايين باشد)، ميبالا ( وقتي كه عدد رينولدز آن

  نماييم:يل بدون بعد مياستوكس حذف نمود. در اين حالت فشار را به صورت ذ

)1-8(  P�∗ � P
µ
UL
� PL
µU 

  با همان روشي كه قبلاً در فصل ششم توضيح داده شد، خواهيم داشت:

)2-8(  v�	∗ � v�	U									 ; 								�∗� L�							; 									 DDt∗ � �LU� DDt 
 

  استوكس، خواهيم داشت: -هاي بدون بعد در معادله ناويربنابراين با جاگذاري عبارت

)3-8(  ReDv∗Dt � ��∗P∗ � �∗�v∗ � �ReFr� g�	g 

  Re � ρvL
µ
														 ; 														Fr � U�

gL			 

                                                           
1
 Stokes equation 
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شـود. عبـارت   حـذف مـي  بالا )، عبارت اينرسي از طرف چـپ معادلـه  Re << 1در شرايطي كه عدد رينولدز پايين باشد (

  شود:ذيل نوشته مي) به شكل 8-3گرانشي نيز براي مجاري بسته در عبارت فشار ادغام شده، به طوري كه معادله (

)4-8(  �P�∗ � �2v∗ 

  ) به صورت ذيل نوشته خواهد شد:8-4شكل انديسي معادله (

)5-8(  ∂P�∗∂x�∗ � ∂∂x�∗ �
∂v�∗∂x�∗  

  شود:ذيل استفاده مي هاي) به صورت8-5از طرفي شكل اصلي معادله (

)6-8(  
∂P�∂x� � μ∂�v�∂x��  #انديسي"																												

�P� � µ��v�																																"برداري# 

�Pشود و گفته مي ) معادلات استوكس8-6به معادله ( � P � ρghباشد. در ايـن حالـت   ، همان فشار هيدرو استاتيكي مي

سـيالات  "شـوند،  هاحـذف مـي  هـاي اينرسـي بـراي آن   در جريان چنين سيالاتي كه عبارت  سيال فاقد شتاب خواهد بود.

  شوند.گفته مي "خزشي

  ) ديورژانس گرفته شود، خواهيم داشت:8-6حال اگر از دو طرف معادله (

)7-8(  � ∙ �P� � µ� ∙ �2v	 
)8-8(  ��P� � µ��"� ∙ v�	# 
)9-8(  ��P� � 0 

)، عبارت  داخل پرانتز به واسطه معادله پيوستگي صـفر مـي باشـد. پـس ميـدان فشـار       8-8شود كه در معادله (مشاهده مي

P(x,y,z) است. 2كند كه تابعي هارمونيكدر سيالات خزشي از معادله لاپلاس پيروي مي  

  شود:هاي دو بعدي، معادلات استوكس به صورت ذيل نوشته ميدر فصل پنجم توضيح داده شد كه براي جريان

                                                           
2 Harmonic 
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)10-8(  ∂P�∂x � μ�∂�v'∂x� � ∂�v'∂y�   

)11-8(  ∂P�∂y � μ�∂�v)∂x� � ∂�v)∂y�   

∂با مشتق گيري ضربدري  ∂y*  و∂ ∂x* )، و سپس كم كـردن معـادلات مـذكور، عبـارت     8-11) و (8-10از دو معادله (  	

  تابع جريان مي باشد. ψآيد كه به دست مي 4ψ=0�فشار حذف شده و معادله دوگانه هارمونيك 

  سيالات خزشي حداقل در پنج گروه زير كاربرد دارند:

-ها اشاره شد، در يك جهت حركت مي: اين گونه سيالات كه در فصل پنجم به آن 3جريانات آرام كاملاً توسعه يافته )1

  شوند.كنند و كاملاً ويسكوز در نظر گرفته مي

 5: اين جريانات ابتدا براي مكانيسم روانكاري سيالات باريك به صورت فيلم 4جريانات آرام در مجاري باريك اما متغير )2

  باشد.مي 6هيدروديناميكي ارائه شد و مربوط به نظريه روانكاري

: اين مسئله از حل استوكس براي جريان سيال اطراف يك كره شروع گرديد.  7ورغوطه اجسام جريانات خزشي اطراف )3

  ارائه شده است. 8هاپل و برنر مسائل مشابه آن در منابع و كتاب

هاي متخلخل، همچنين ك و سنگ: اين گونه مسائل در بررسي حركت آب و نفت در خا 9هاي متخلخلجريان در محيط )4

  باشند.ها در فيلترها و بسترهاي كاتاليست، خيلي مهم ميدر حركت محلول

هاي اكسترودر، قالب ريزي مكشي و غيره : در صنايع پلاستيك و لاستيك، حركت جريان پلي مرهاي مذاب در دستگاه )5

-تيك مذاب با ويسكوزيته خيلي بالا در قالبشود. حركت سيالات پلاسمواد مذاب پلي مري به صورت خزشي انجام مي

  باشند.هاي تزريقي و غيره از انواع جريانات با عدد رينولدز پايين ميهاي لوله سازي، قالب

  شود.هاي خزشي به بررسي بيشتر اين گونه سيالات پرداخته ميهايي از جرياندر ادامه با ارائه مثال

                                                           
3 Fully Developed Laminar Flow 
4 Laminar Flow Through Narrow Path 
5 Lubrication 
6 Hydrodynamic Lubrication Theory 
7 Creeping Flow About Immersed Bodies 
8 Happel & Brenner,s Book 
9 Flow Through Porous Media 
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 10 فيلم فشردگيجريان . 3

) قرار دارد. ديسـك صـفحه   8-1مطابق شكل ( Rبين دو ديسك موازي با شعاع  µو ويسكوزيته بالاي  ρسيالي با دانسيته 

كند. بـه تـدريج كـه صـفحه بـالايي      به طرف پايين حركت مي vپاييني ثابت بوده و ديسك صفحه بالايي با سرعت ثابت 

 rاطراف ديسـك  بـه طـرف بيـرون و در جهـت       ورت شعاعي از آيد، فيلم بين دو صفحه، فشرده شده و به صتر ميپايين

خواهيم تنظيم كنيم كـه سـرعت صـفحه همـواره ثابـت بـوده و فاصـله دو        را طوري مي Fنمايد. مقدار نيروي حركت مي

  برسد. hصفحه به مقدار 

  

  

  

  

 

  اي موازي: جريان فشردگي فيلم بين دو ديسك صفحه8-1شكل 

چنـين در  كنيم كه جريان سيال كند بوده، به طوري كه نيروهاي اينرسي قابل اغماض خواهند بـود. هـم  )  ابتدا فرض مي1

∂   محوري داريم، يعني كنيم كه تقارن)، سپس فرض ميvθ=0باشد (سرعت قابل اغماض مي θجهت  ∂θ* � 0 .  

كنيم كه فاصله بين دو خواهد بود. همچنين فرض مي r)  به علت كم بودن فاصله بين دو صفحه، جهت جريان در جهت 2

  .h=h(t)صفحه تابعي از زمان باشد، يعني 

  شود:)  قانون بقاي جرم به صورت ذيل نوشته مي3

)12-8(  Q � πr�v � 2πr, v-dz0
1  

  از دو طرف معادله بالا حذف شده است. ρباشد. در اين جا چون سيال تراكم ناپذير است، دبي حجمي مي Qكه 

                                                           
10 Squeeze Film Flow 

r z 

F V V 

 ديسك بالايي

 پايينيديسك 

h=h(t) 

R 
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  شود:به صورت ذيل نوشته مي rاي براي سيال خزشي براي مؤلفه استوكس در مختصات استوانه -)  معادله ناوير4

)13-8(  0 � �∂P∂r � µ 2 ∂∂r �1r "rv-# � ∂�v-∂z� 4 
رسد. با توجـه بـه ايـن    مي r =Rدر  P=0به فشار  r=0در  Pافت پيدا كرده و از فشار  rشود كه فشار در جهت ملاحظه مي

-v∂كند، پس تغيير نمي rكه سرعت نسبت به  ∂r* �   شود:. در يتيجه معادله حركت به صورت ذيل نوشته مي0

)14-8(  0 � �∂P∂r � µ ∂
�v-∂z�  

  ، داريم:θو  zاستوكس در جهت  -با استفاده از معادلات ناوير

∂P ∂θ* � 0																	; 																	∂P ∂z* � 0 

  با استفاده از شرايط مرزي بر روي هر دو صفحه ديسك خواهيم داشت: )5

)15-8(  z � 0						; 					v- � 0 
z � h					; 					v- � 0 

شـرايط  شود در اين جا از اصل عدم لغزش در مرز جامـد اسـتفاده شـد. بنـابراين بـا اسـتفاده از       همان گونه كه ملاحظه مي

  شود:)، پروفيل سرعت به صورت ذيل حاصل مي8-14) و با انتگرال گيري از معادله (8-15مرزي (

)16-8(  v- � � 12µ �∂P∂r� "zh � z�# 
 آيد:) به صورت ذيل به دست مي8-16) و (8-12محاسبه افت فشار يا توزيع فشار با استفاده از معادلات (  )6

)17-8(  πr2V � 2πr, �h
0

1
2µ �∂P∂r� "zh � z2#dz 

  بنابراين خواهيم داشت: 

)18-8(  ∂P∂r � �6µVrh8  

  ، خواهيم داشت:r =R در P=0) و استفاده از شرايط مرزي 8-18با انتگرال گيري از معادله (

)19-8(  P � 3µV"R� � r�#h8  

  ها بيشينه خواهد بود.، فشار در مركز ديسكr =0شود كه در ملاحظه مي
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 شود:، به صورت ذيل حاصل ميvمحاسبه نيروي كل وارده بر ديسك بالايي براي نگه داشتن سرعت ثابت  )7

)20-8(  

dF � PdA 
dA � rdrdθ 

F � , , Prdrdθ � 2π, 3µv"R� � r�#h8 rdr;
1

;
1

�π
1  

  كه نيروي اعمال شده كل عبارت است از:

)21-8(  F � 3πµVR<2h8  

شود كه علامت منفي به واسطه حركت صفحه بـالايي در  ميبيان   v = -dh/dtاز طرفي سرعت ديسك بالايي به صورت 

  ) خواهيم داشت:8-21است. پس با استفاده از معادله ( zخلاف جهت محور 

)22-8(  V � 2Fh83πµR< 

)23-8(  dhdt � � 2Fh83πµR< 

  ، خواهيم داشت:t=0در  h=H) و استفاده از شرط مرزي 8-23با انتگرال گيري از معادله (

)24-8(  h � � 1H� � 4Ft3πµR<�
?@�

 

  دهد.شناخته شده كه فاصله بين دو صفحه را بر حسب زمان نشان مي 11) به عنوان معادله استفان8-24معادله (

  . حركت جريان خزشي اطراف كره (جريان استوكس)4

) در نظـر بگيريـد.   8-2را در اطراف يـك كـره تـوپر مطـابق شـكل (      ρو دانسيته  µحركت سيالي ويسكوز با ويسكوزيته 

باشـد، بنـابراين   باشد. چون مجراي حركت سـيال اطـراف كـره مـي    مي ∞vشود كه جريان آزاد داراي سرعت ملاحظه مي

 استوكس در مختصات كروي نوشته خواهد شد. -معادلات ناوير

 

 

  

                                                           
11 Stefan Equation 
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  اطراف كره توپر: حركت سيال خزشي 8-2شكل 

  شود:) معادله پيوستگي در مختصات كروي نوشته مي1

)25-8(  1r� ∂∂r "r�v-# � 1r sin θ ∂∂θ "vθ sin θ# � 0 

∂شود كه فرض تقارن محوري ملاحظه مي ∂φ* �   باشد.مي vφ=0استفاده شده است و  0

  شوند:نوشته شده و ساده مي θو  rهاي استوكس) در جهت -) معادله مومنتوم (ناوير2

)26-8(  ρ�v- ∂v-∂r � vθr ∂v-∂θ � vθ�r  � �∂P∂r � µ 2 1r� ∂�∂r� "r�v-# � 1r� sin θ ∂∂θ �sin θ ∂v-∂θ �4 

)27-8(  
ρ �v- ∂vθ∂r � vθr ∂vθ∂θ � v-vθr �

� �1r ∂P∂θ � µ D 1r� ∂∂r �r� ∂vθ∂r � � 1r� ∂∂θE 1sin θ ∂∂θ "vθ sin θ#F � 2r� ∂v-∂θ G 
 باشد و از طرفي جريان خزشي فرض شده اسـت، بنـابراين  جا با توجه به اين كه حل دو معادله بالا بسيار پيچيده ميدر اين

و بـا   ψ=ψ(r,θ)شود. از طرفي با استفاده از تـابع جريـان در مختصـات كـروي يعنـي      نظر ميهاي اينرسي صرفاز عبارت

  رسيم:، بعد از ساده سازي به معادله ذيل ميrو  θ) نسبت به 8-27) و (8-26مشتق گيري ضربدري از معادلات (

)28-8(  �<ψ � 0															Re ≪ 1 

  شود:) به صورت ذيل نوشته مي8-28معادله (كه در مختصات كروي 

)29-8(  2 ∂�∂r� � sin θr� ∂∂θ � 1sin θ ∂∂θ�4
�
ψ � 0 

r 

x 

y 

z J K 

v∞
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  شوند:به صورت ذيل نشان داده مي ψهاي سرعت در مختصات كروي بر حسب از طرفي مؤلفه

)30-8(  v- � 1r� sin θ ∂ψ∂θ  

)31-8(  vθ � � 1r sin θ ∂ψ∂r  

  شوند:به صورت ذيل ارائه ميباشد كه ) نياز مي8-29) چهار شرط مرزي براي حل معادله (3

باشـد.  مي vz=v∞ ،vx=vy=0در سرعت آزاد سيال در مختصات دكارتي به صورت  شرايط مرزي در فاصله بي نهايت:

vrو   vθ∞به دو مؤلفه  vzليكن در مختصات كروي مؤلفه 
  شود:به صورت ذيل تجزيه مي ∞

  

  

  

)32-8(  r � r∞ ∶ 	 v- � v∞ cos θ : 1شرط مرزي  

)33 -8(  r � r∞ ∶ 	 vθ � �v∞ sin θ : 2شرط مرزي  

  شوند:با استفاده از شرط عدم لغزش در مرز جامد سرعت برابر صفر در نظر گرفته مي دو شرط مرزي در سطح كره:

)34-8(  r � R ∶ 	 v- � 0 � 	 1r� sin θ ∂ψ∂θ   3شرط مرزي : 

)35-8(  r � R ∶ 	 vθ � 0 � �	 1r sin θ∂ψ∂r   4مرزي شرط : 

  خواهيم داشت: ∞→r) و اعمال شرايط مرزي در 8-31) و (8-30) با استفاده از معادلات (4

)36-8(  1r� sin θ∂ψ∂θ � v∞ cos θ 
)37-8(  � 1

r sin θ
∂ψ
∂r � �v∞ sin θ 

  پس خواهيم داشت:

)38-8(  dψ � �∂ψ∂θ� dθ� �∂ψ∂r� dr 

vr � v∞ cos θ 

vθ� � sin
v∞ 

θ 
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)39-8(  ∂ψ∂θ � r�v∞ cos θ sin θ 

)40-8(  ∂ψ∂r � rv∞ sin� θ 

  ) و انتگرال گيري از اين معادله خواهيم داشت:8-38) در معادله (8-40) و (8-39با جايگذاري معادلات (

)41-8(  
ψ � r�2 v∞ sin� θ� constant 

دهيم. چون با اختيار كردن هر عددي، با مشتق گيري براي به دست را برابر صفر قرار مي) 8-41(ثابت اختياري در معادله 

  شود:به صورت ذيل نوشته مي ∞→rتابع جريان در عدد ثابت برابر صفر خواهد شد. لذا هاي سرعت، مشتق آوردن مؤلفه

)42-8(  
ψ∞ � r�2 v∞ sin� θ 

  توان تابع جريان را به صورت شكل اوليه ذيل ارائه داد:)، مي8-42، معادله (∞→rاز شكل تابع جريان در 

)43-8(  ψ� f"r# sin2 θ 
�sinو  f(r)گر ضرب دو تابع ) نمايان8-43كه معادله ( θ    .بوده، به عبارتي جداسازي متغيرها در اين جا انجام شـده اسـت

)، جايگزين نموده و به صورت ذيل مشتق گيـري  8-29) را در معادله تابع جريان، معادله (8-43حال جواب اوليه معادله (

  كنيم:مي

)44-8(  Q ∂∂r� � sin θr� ∂∂θ � 1sin θ ∂∂θ�R
� f"r# sin� θ � 0 

  ، خواهيم داشت:r) و جداسازي عبارت هاي مشتق نسبت به 8-44ه (بعد از اعمال مشتق گيري از معادل

)45-8(  2 d�dr� � 2r�4 2 d
�

dr� � 2r�4 f"r# � 0 

يك معادلـه همگـن ديفرانسـيل خطـي اسـت كـه داراي جـواب عمـومي          )8-45همان گونه كه ملاحظه مي شود معادله (

f(r)=Crn نيز به صورت ذيل نوشته مي شود:8-45باشد. معادله (مي (  

)46-8(  2 d<dr< � 4r< � 4r� d�dr�4 CrT � 0 

  ) و قرار دادن ضريب معادله برابر با صفر خواهيم داشت:8-46با مشتق گيري از معادله (
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)47-8(  U"n � 2#"n � 3# � 2VUn"n � 1# � 2V � 0 

  ) چهارجواب به شرح ذيل دارد:8-47معادله (

  n � �1, 1, 2, 4 

  به صورت ذيل نوشته مي شود: f(r)پس جواب تابع 

)48-8(  f"r# � Ar � Br � Cr� � Dr< 

) داراي چهار ثابت مي باشدكه بايد تعيين گردد . پس با اعمال شرايط مرزي 8-48شود معادله (گونه كه ملاحظه ميهمان

  خواهيم داشت: ∞→rدر 

)49-8(  
ψ∞ � f"r#sin�θ � �Ar � Br � Cr� � Dr<� sin�θ � r�2 v∞sin�θ 

C	بوده و   D=0) ملاحظه مي شود كه 8-49از مقايسه دو طرف معادله ( � @
� v∞	خواهيم داشت: مي باشد، پس  

)50-8(  ψ � �Ar � Br � 12 v∞r�� sin�θ 
  ) ) خواهيم داشت: 8-35و (  )8-34( روابط ( 4و 3از طرفي با اعمال شرايط مرزي 

)51-8(  1r�sinθ∂ψ∂θ � 2r� f"r#cosθ � 0 

)52-8(  � 1rsinθ ∂P∂r � �∂f"r#∂r sinθr � 0 

 

  ) خواهيم داشت:8-52) و (8-51در معادلات ( f(r)|r=Rمي باشد، پس با جايگذاري  f(r)=A/r + B r +1/2 v∞ r2كه 

)53-8(  AR8 � BR � v∞2 � 0 

)54-8(  � AR8 � BR � v∞ � 0 

  آيند.به دست مي Bو  Aهاي ) ثابت8-54) و (8-53با حل همزمان معادلات (

)55-8(  A � r∞4 R8											; 												B � �3r∞4 R 

  شود:به شكل ذيل حاصل ميبنابراين در نهايت تابع جريان براي سيال ويسكوز اطراف كره 

169



 

 12

)56-8(  ψ � 12 v∞ �R
8
2r � 3R2 r � r� sin� θ 

  آيند.) به دست مي8-56) و (8-31) و (8-30با استفاده از معادلات ( vθ(r,θ)و  vr(r,θ)هاي سرعت ) مؤلفه5

)57-8(  v- � v∞ 21 � 32 �Rr� � 12 �Rr�
84 cos θ 

)58-8(  vθ � v∞ Q�1 � 8
< Y;-Z � @

< Y;-Z8R sin θ 

  

  

  

  

  

  

  

 

  

  : خطوط جريان و پروفيل سرعت اطراف كره8-3شكل 

) تـا  8-56داده شده و با استفاده از معـادلات (  (r,θ)براي نمايش گرافيكي لازم است خطوط جريان و پروفيل سرعت در 

  دهد.) تغييرات متغيرها را نشان مي8-3را محاسبه نمود. شكل ( vθو  vrو  ψ) مقادير 58-8(

را از  ∞vدر شرايطي كه سيال در حال سكون باشد و كـره صـلب در درون سـيال حركـت نمايـد، لازم اسـت كـه مؤلفـه         

  كم نماييم. vθو  vrهاي سرعت معادلات جريان و مؤلفه

)59-8(  v-1 � v∞ 2� 32 �Rr� � 12 �Rr�
84 cos θ 

 خطوط جريان

 پروفيل سرعت  

 خطوط جريان

 پروفيل سرعت
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)60-8(  vθ1 � v∞ 234 �Rr� � 14 �Rr�
84 sin θ 

هـاي پروفيـل سـرعت سـيال     مؤلفـه  vθ1و  v-1سرعت ثابت كره در اطراف سيال سـاكن خواهـد بـود و     ∞vجا كه در اين

  شود:اطراف كره متحرك هستند. تابع جريان سيال اطراف كره متحرك نيز به صورت ذيل نوشته مي

)61-8(  ψ1"r, θ# � 12 v∞ �R
8
2r � 3R2 r sin� θ 

  دهد.) تابع جريان و پروفيل سرعت را براي كره صلب متحرك در جريان ويسكوز ساكن نشان مي8-4(شكل 

  

  

  

  

  

  

  

  صلب در يك سيال ساكن : خطوط جريان و پروفيل سرعت براي حركت كره8-4شكل 

براي حركت سيال آزاد اطراف كره ثابت به دست آوريم. تـابع فشـار     را P=P(r,θ)) حال لازم است توزيع ميدان فشار 6

  آيد:از انتگرال گيري رابطه زير به دست مي

)62-8(  dP � �∂P∂r�dr � �∂P∂θ�dθ 

-27) و (8-26استوكس يعني معادلات ( -ناوير) در معادلات ساده شده 8-60) و (8-59هاي سرعت (با جاگذاري مؤلفه

  هاي اينرسي خواهيم داشت:نظر از عبارت) و صرف8

)63-8(  ∂P∂r � 1
µ
Q 1r� ∂∂r �r� ∂v-∂r � � 1r�sinθ ∂∂θ �sinθ ∂v-∂θ � � 2v-r� � 2r� ∂v-∂θ � 2v-cotθr� R 

 پروفيل سرعت   

 خطوط جريان 

 خطوط جريان 
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)64-8(  ∂P∂θ � 1
µ
Q1r ∂∂r �r� ∂vθ∂r � � 1rsinθ ∂∂θ �sinθ ∂vθ∂θ � � 2r ∂v-∂θ � vθrsinθ�R 

  آيند:ذيل به دست ميهاي جزيي فشار به صورت پس مشتق

)65-8(  ∂P∂r � �3µRv∞r8 � cosθ 

)66-8(  ∂P∂θ � �3µRv∞2r� � sinθ 

  شود:) و انتگرالگيري از آن، تابع توزيع فشار حاصل مي8-62) در معادله (8-66) و (8-65بنابراين با جايگذاري روابط (

)67-8(  P � P∞ � �3µRv∞2r� � cosθ 

  توزيع فشار را در اطراف كره صلب نشان مي دهد.) 8-5مي باشد. شكل ( ∞r→∞  ،P=Pتوجه شود كه در 

  

  

  

  

  

  

  

  

 

  : توزيع فشار در سطح كره براي سيال خزشي اطراف كره صلب8-5شكل 

  ، لذا خواهيم داشت:P∞=0) عبارتست از r=Rاز طرفي فشار در سطح كره (

)68-8(  P|-\; � �32 µRv
∞

r� cosθ 

  به صورت ذيل به دست مي آيد: θ=0و مقدار كمينه آن در  θ=πمقدار بيشينه فشار در 

)69-8(  P]^'|-\; � 32 µv
∞

R  

R 
z 

v_ 

zR 

P-\;
μ v_R
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)70-8(  P]�T|-\; � �32 µv
∞

R  

) نشان داده 8-6جا مطابق شكل (باشد. در اين) مرحله آخر پيدا نمودن درگ اصطكاكي و درگ فشار در سطح كره مي7

  باشند.هاي نيروهاي تنش برشي و فشاري ميهاي درگ اصطكاكي و فشار ناشي از مولفهشود كه مولفهمي

  

  

  

  

  

  : نيروهاي تنش برشي و فشار روي سطح كره8-6شكل 

-مقاومت در مقابل فشار اعمال شده از سوي سيال روي كره ميهمان طور كه در فصل ششم اشاره شد، درگ فشار،  

  ) خواهيم داشت:8-6باشد. مطابق شكل (

)71-8(  dD` � �PcosθdS 

  ) در سطح كل كره خواهيم داشت:8-71پس با انتگرالگيري از معادله (

)72-8(  D` � �, , P|-\;cosθπ

1
�π
1 R�sinθ	dθ	dϕcdddedddf

gh
 

  )، درگ فشاري به دست خواهد آمد:8-72و جاگذاري در معادله ( P|r=R=-(3/2)(µv∞/R)cosθبا داشتن 

)73-8(  D` � 2πµRv∞ 

  شود:باشد كه از تنش برشي حاصل ميدرگ اصطكاكي مقاومت در برابر نيروهاي ويسكوز مي

)74-8(  τ-θ � µ Qr ∂∂r Yvθr Z � 1r ∂v-∂θ R 
مشـتق گيـري از معـادلات مـذكور و     ) و بـا  8-58) و (8-57هـاي سـرعت يعنـي معـادلات (    با استفاده از معـادلات مولفـه  

  ) خواهيم داشت:8-74جاگذاري در معادله (

τ-jdS 

τ-jsinθdS 

 
PcosθdS 

PdS 

z 

R 

r J 
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)75-8(  
τ-θ|-\; � �32 µv

∞

R sinθ 
) درگ اصطكاكي به صورت ذيل حاصل 8-6دهد. با توجه به شكل (تنش برشي در ديواره كره صلب را نشان مي τrθكه 

  شود:مي

)76-8(  dDl � �τ-θsinθdS 

  خواهيم داشت: )8-76) در (8-75كه با جاگذاري (

)77-8(  Dl � �, , τ-θ|-\;π

1
�π
1 R� sin θ 	dθ	dϕ 

  ) درگ اصطكاكي به دست مي آيد:8-77) در (8-75پس با جايگذاري (

)78-8(  Dl � 4πµRv∞ 

  پس درگ كل از جمع هر دو درگ به صورت ذيل حاصل مي شود:

)79-8(  	D � D` � Dl � 2πµRv∞ � 4πµRv∞ 

  كه خواهيم داشت:

)80-8(  Re m 0.5 D � 6πµRv∞ 

شناخته مي شود. قانون استوكس براي اندازه گيري ويسكوزيته با استفاده از  12)به عنوان قانون استوكس8-80معادله (كه 

و  µدر سـيالي بـا ويسـكوزيته     Rاي صلب بـا شـعاع   شود. براي مثال كرهآزمايش سقوط آزاد كره جامد به كار گرفته مي

شـود كـه برآينـد    )) ملاحظـه مـي  8-7رسد، (شـكل ( مي vtار ثابت كند. زماني كه سرعت كره به مقدسقوط مي ρدانسيته 

  نيروهاي حاكم بر حركت كره را مي توان به صورت ذيل نوشت:

)81-8(  W � D� Fq 

  نيروي وزن كره مي باشد، پس با جايگذاري عبارات متناظر خواهيم داشت: Wو  13نيروي شناوري FBكه 

  

                                                           
12 Stoke’s Law 
13 Buoyant D 

vt 

FB 
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 : سقوط كره صلب در سيال ساكن8-7شكل 

)82-8(  
43 πR8ρrgcddeddf

s
� 6πµRvtcdedf

u
� 43 πR8ρgcdedf

lv
 

  و خواص سيال و اندازه كره، ويسكوزيته سيال به صورت ذيل به دست مي آيد:14با داشتن سرعت حدي

)83-8(  µ � 2R�g9vt  

بالاتر عدد رينولدز نمي تـوان  ) به دست مي آيد. براي مقادير 8-80درگ از رابطه (  ≥ 5/0Re ملاحظه مي شود كه براي

  معادلات ذيل را براي اين حالت پيشنهاد داد: 15از عبارت هاي اينرسي صرفنظر كرد. اسين

)84-8(  � ∙ v�	 � 0 

)85-8(  ρv∞����	 ∙ �v�	 � ��P � µ��v�	 � 	ρg�	 
	�ρvشود كه به جاي ملاحظه مي ∙ �v�	   ،در عبارت اينرسيρv∞����	 ∙ �v�	   جايگزين شده است. در حقيقت اين عبارت اينرسـي

در مختصات كروي حل گرديـد و در نهايـت معادلـه زيـر بـراي       امعادلات مجدد ،سازيرا خطي نموده است. با اين ساده

  درگ حاصل شد:

)86-8(  D � 6πµRv∞ �1 � 316Re� 

                                                           
14 Terminal Velocity (vt) 
15 Oseen 
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خيلي بالا پاسـخ صـحيح ارائـه نمـي دهـد.      باشد و براي اعداد رينولدز ) نيز محدود مي8-86بايد توجه داشت كه معادله (

  ضريب درگ صحيح سيال آزاد اطراف كره صلب، در تمامي مقادير عدد رينولدز، رابطه ذيل ارائه شده است:

)87-8(  Cu � D12 ρ"v∞#�A
� D12 ρ"v∞#�πR�

 

 ) خـواهيم 8-77) و (8-86در معادلـه (  ∞D=6πµRvو اعـداد رينولـدر متوسـط، بـا جاگـذاري       Re < 0.5كه براي حالت 

  داشت:

)88-8(  Re x 0.5 Cu � 24Re 

)89-8(  0.5 x Re x 100 Cu � 24Re � 36 

را براي سيال آزاد اطراف يك كره صلب  Reبر حسب  CD) تغييرات 8-8، شكل (Reبراي مقادير مختلف عدد رينولدز، 

 2/0بـه زيـر    CDجريان سيال از حالـت آرام بـه مغشـوش منتقـل شـده و        Re >105شود كه در دهد. ملاحظه مينشان مي

  كاهش مي يابد.

  

Re( ) بر حسب عدد رينولدزCD: ضريب درگ (8-8شكل  � ρv∞"2R# µ⁄ (براي جريان آزاد اطراف كره صلب  
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  18، تقريب هيدروديناميكي روانكاري17لغزنده 16. مسئله ياتاقان 5

هـا در  كـاربرد ايـن گونـه فـيلم    گيرنـد.  اي نازك از مايعات هستند كه بين دو صفحه جامد جدا از هم قرار مـي ها لايهفيلم

باشد، زماني كه از بيرون يـك  ها جدا نگهداشتن صفحات جامد از يكديگر ميباشد. هدف از اين فيلمسطوح ياتاقان  مي

  شوند.هاي هيدروديناميكي شناخته ميكنندهشود. اين گونه روانكارها به عنوان روانها اعمال ميظرفيت بار زياد بر آن

كند. تحليل حركت اين گونـه  جامد موازي را در نظر بگيريد كه يك صفحه ساكن و ديگري حركت ميحال دو صفحه 

مجاري قبلاً در فصل پنجم بيان شد. در شرايطي كه فاصله بين دو صفحه موازي كم باشد، هيچ فشاري از بارگـذاري، در  

كه از دو صفحه موازي تشكيل شـده اسـت،    شود. براي ايجاد فشار در اين گونه مجاري،فيلم بين دو صفحه احساس نمي

اي بـين  ) يك ياتاقان را با دو صفحه كـه زاويـه  8-9لازم است كه عرض بين دو سطح موازي مقداري متغير باشد. شكل (

  درجه مي باشد. 15دهد. البته زاويه بين دو صفحه اغراق شده است. معمولاً زاويه كمتر از ها قرار دارد، نشان ميآن

  

  

  

  

  

  

  : توزيع سرعت و فشار در ياتاقان8-9شكل 

  مي باشد. L<<1/(H2-H1)و  α<150) در اين جا فرض مي شود كه 1

                                                           
16 Bearing 
17 Slider 
18 Hydrodynamic Lubrication Approximation 

 روغنفيلم 

شفت چرخان

 wبار 

y 

x 
L 

L ’ 

H1 

H 

V 

H2 

z 
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  به صورت ذيل نوشته مي شود: yو  x) معادلات مومنتوم (ناوير استوكس) براي جريان خزشي در جهت هاي 2

)90-8(  ∂P�∂x � µ �∂
�v'∂x� � ∂�v'∂y�   

)91-8(  ∂P�∂y � µ �∂
�v)∂x� � ∂�v)∂x�   

ثابت نخواهد بود. در فيلم بين دو صفحه فشار به يـك   xدر اين جا برخلاف دو صفحه كاملاً موازي، افت فشار در جهت 

  نزول مي نمايد. P0نقطه ماكزيمم مي رسد و در دو طرف صفحه به 

  ) شرايط مرزي به صورت ذيل نوشته مي شود:3

)92-8(  

vx=V در y=0 

vx=0 در y=H 

P=P0 در x=0 

P=P0 در x=L 

  ذيل به دست مي آيد:) پروفيل سرعت به صورت 8-92با اعمال شرايط مرزي (

)93-8(  v' � VH"H � y# � 12µ dPdx y"H � y# 
مقداري ثابت است كه از رابطـه ذيـل محاسـبه مـي      x) دبي جريان در مجراي بين دو صفحه در تمام مكان ها در جهت 4

  شود:

)94-8(  q � , v'	dy|"'#
1 �  ثابت

  )، دبي به صورت ذيل به دست مي آيد:8-94) درمعادله (8-93حال با جاگذاري معادله (

)95-8(  q � VH2 � H8
12µ dPdx 

  ) براي افت فشار خواهيم داشت:8-95با حل معادله (

)96-8(  dPdx � 12µ � V2H� � qH8� 
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  ) به دست خواهد آمد:8-92) و با استفاده از شرايط مرزي (8-96توزيع فشار با انتگرالگيري از معادله (

)97-8(  P"x# � P1 � 6µv, dxH�
'
1 � 12µq, dxH8

'
1  

  ، دبي بر واحد عرض ياتاقان  به صورت ذيل حاصل مي شود:x=L ،P=P0با اعمال شرط مرزي در 

)98-8(  q � 	 }
dxH�~1

2} dxH8~1
 

) معادلـه  8-9داريم. پس با توجه به شـكل هندسـي (   H=H(x)بنابراين براي به دست آوردن دبي نياز به معادله جبري تابع 

  به صورت ذيل حاصل مي شود: H(x)مرزي خطي صفحه بالايي يعني 

)99-8(            H"x# � H@ � H@ � H�L x 
)100-8(  tanα ≅ α � H@ � H�L 		 
)101-8(  H"x# � α"L′ � x# 
)102-8(  L′L � H@H@ � H� 

α	كه در معادلات بالا m   ) خواهيم داشت:8-98) در معادله (8-99( معادله گذارييبا جامي باشد. 151

)103-8(  q � Vα L′"L′ � L#2L′ � L  

  ) خواهيم داشت:8-97گذاري در معادله (ي) و جا8-103) و (8-100) ، (8-99و با تركيب معادلات (

)104-8(  P"x# � P1 � 6µVL
H@� � H��

"H@ � H#"H � H�#H�  

  كه برآيند كل نيروي نرمال بر صفحه بالايي به صورت ذيل حاصل مي شود:

)105-8(  F� � W, "P"x# � P1#dx~
1  

  ) خواهيم داشت:8-105) در (8-104از معادله ( P(x)پس با جايگذراي 

)106-8(  F� � 6µVL�"H@ � H�#�W2ln �H@H�� �
2"H@ � H�#H@ � H� 4 
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 qمشتق گيري نموده و چون  x) نسبت به 8-95روش جايگزين براي به دست آوردن توزيع فشار، اين است كه از معادله (

  ، كه در نتيجه خواهيم داشت:dq/dx=0ثابت است پس داريم 

)107-8(  ddx �H
8
µ

dPdx � 6VdHdx  

مي باشد كه طرف راست معادله به عنوان عبارت توليد كننده افت فشار در طول  19) معادله ي پوسان8-107كه معادله ي (

  ياتاقان  مي باشد. حال فرض مي كنيم كه :

1( µ .ثابت باشد  

  مقداري ثابت باشد. dH/dxشيب  )2

  در نظر مي گيريم. Hرا به عنوان متوسط  Hmبراي ساده سازي، مقدار  )3

  تعريف مي كنيم: بنابراين

)108-8(  
β � �6µVdHdx  

  فشار به صورت ذيل نوشته مي شود: ) پس معادله dH/dx < 0يك مقدار مثبت مي باشد (چون  βكه 

)109-8(  ddx �H8 dPdx� � �β 
  با انتگرالگيري خواهيم داشت:

)110-8(  dPdx � � βxH8 � C@H8 

فشـار   مي باشد، بـراي بـه دسـت آوردن    H=H(x)بايد از شرايط مرزي به دست آيد. از طرفي چون  C1ثابت انتگراسيون 

  ) خواهيم داشت:8-110تعريف گردد. پس با انتگرالگيري از ( Hبراي  Hmلازم است كه مقدار متوسط 

)111-8(  P � � βx�
2H]8 � C@xH]8 � C� 

  خواهد بود. پس خواهيم داشت: x=L  ،P=0و  x=0با اعمال شرايط مرزي براي فشار در 

                                                           
19 Poisson equation 
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)112-8(  C@ � 12 βL												; 													C� � 0	 
  ) خواهيم داشت:8-111جاگذاري اين ثوابت در معادله (كه با 

)113-8(  P � �3µVdHdxH]8 x"L � x# 
، خواهد بود. فشار متوسط در فـيلم روانكـاري شـده     L/2بنابراين منحني فشار سهموي مي باشد و داراي بيشينه در مركز، 

  به صورت ذيل محاسبه مي شود:

)114-8(  P] � 1L, Pdx~
1 � βL�

12H]8 � 23P]^' 

  چون توزيع فشار مشخص شد، بنابراين گراديان فشار به صورت ذيل نوشته مي شود:از طرفي 

)115-8(  dPdx � β

H]8 �L2 � x� 

  ) خواهيم داشت:8-93) در معادله پروفيل سرعت (8-115با جايگذاري معادله (

)116-8(  v' � VH"H � y# � 12µ β

H]8 �L2 � x�cddddeddddf
مثبت

y"H � y#cddeddf
منفي

 

باشد، پروفيـل سـرعت خطـي خواهـد بـود، و ايـن در        β=0،يعني  dH/dx=0) ملاحظه مي شود كه اگر 8-116ازمعادله (

پروفيل سرعت كاملاً خطي است. همان گونه كـه   x=L/2حالتي است كه دو صفحه كاملاً موازي هم باشند. از طرفي در 

  پروفيل سرعت داراي عقبگرد مي باشد. x=0) نشان داده شده است، ليكن در 8-9در شكل (

محيط هاي متخلخل، صنايع پايين دسـتي نفـت، ازديـاد برداشـت نفـت ، گـاز و در بسـياري از صـنايع          جريان سيالات در

چنـين جريـان سـيالات    ، هـم  21هـاي متخلخـل  شيميايي داراي كاربردهاي وسيعي مي باشد. جريان آب و نفـت در سـنگ  

، در بسترهاي كاتاليستي، همه از كاربرد سيالات ويسكوز در مختلف در فيلترها، بسترهاي آكنده در واحدهاي جداسازي

                                                           
20 Flow in porous media 
21 Porous Rocks 
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هـا از اهميـت خاصـي در مهندسـي شـيمي      گونـه سـيالات در ايـن گونـه محـيط     باشد. تحليل ايـن هاي متخلخل ميمحيط

  برخوردار است. 

  توان نوشت:مي كند، پسهاي خزشي براي توزيع فشار از معادله لاپلاس پيروي ميدر ابتداي فصل اشاره شد كه جريان

)117-8(  
��P� � 0 

��"P � ρgh# � 0 

 مورد بررسي قرار دهيم خواهيم داشت: zحال اگر مولفه  فشار را در جهت 

)118-8(  d�"P � ρgh#dz� � 0 

  ) خواهيم داشت:8-118كه با انتگرالگيري از معادله (

)119-8(  d"P � ρgh#dz � constant 
بگيريد ملاحظه مي شود كه سيال از فضاهاي خـالي بـين ذرات   ) در نظر 8-10حال اگر محيط متخلخلي را مطابق شكل (

  عبور مي نمايد. ليكن به علت سطح تماس بالا، افت فشار بالا بوده و حركت سيال به صورت خزشي مي باشد. حال فرض

  

  

  

  

  

  

 

  هاي موئينهمتخلخل (بسترآكنده)   ب)محيط متخلخل متشكل از لوله:  الف)حركت سيال ويسكوز از محيط 8-10شكل 

 ب

P0 

P 

 الف
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تشكيل شده كه سيال قادر است فقط از اين لوله هاي مويينـه   22كه محيط متخلخل از يك سري لوله هاي مويينه كنيممي 

هـر لولـه بـه صـورت      كند، به طوري كه جريان سيال را درها عبور ميبنابراين سيال از داخل مجموع اين لوله عبور نمايد.

پيـروي مـي نمايـد. بنـابراين دبـي كـل در محـيط         24پويزلـه -گيريم كه دبي آن از معادله هيگندر نظر مي 23جريان پويزله

  شود:متخلخل به صورت ذيل نوشته مي

)120-8(  Q � �constant
µ

	∂P∂z 

  شود:در محيط متخلخل به صورت ذيل تعريف مي 25چنين سرعت ظاهريهم

)121-8(  v� � QA � حجم	سيال	در	محيط

سطح	مقطع	كل	در	محيط	متخلخل
 

  ) خواهيم داشت:8-121) در (8-120كه با جايگذاري معادله (

)122-8(  v� � �κ

µ

∂P∂z 

) را قانون دارسي گويند. 8-122شود و معادله (اطلاق مي 27محيط متخلخل يا ثابت دارسي 26به ضريب عبوري κكه ثابت 

هـاي  آيد. براي محيطمحيط متخلخل مورد نظر به دست مي رويآزمايش  راهباشد و از مي <L2>به صورت  κبعد ثابت 

  شود:به صورت ذيل نوشته مي نيز و قانون عمومي دارسي بودهجهات يكسان  ي، ثابت دارسي در تمام 28ايزوتروپيك

)123-8(  v�	 � �κ

µ
�P 

افت فشار در محيط متخلخل بسترهاي آكنده  قانون دارسي فقط براي جريان آرام و خزشي صادق مي باشد. براي محاسبه

  به صورت ذيل استفاده مي شود: 29از معادله ارگان

)124-8(  f` � D`ε8
ρu��"1 � ε#

∆PL � 150Re` � 1.75 

                                                           
22 Capillary 
23 Poiseuille 
24 Hagen-Poiseuille 
25 Superficial Velocity 
26 Permeability 
27 Darcy’s Law 
28 Isotropic 
29 Ergan 
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  در بستر آكنده مي باشد. ساير متغيرها به شكل ذيل مي باشد: 30ضريب اصطكاك fPكه 

)125-8(  Re` � ρu�D`"1 � ε#µ 

 :�m/s(  u( سرعت ظاهري  
 :ε  31تخلخلكسر 

 :`D قطر متوسط ذرات :
  شود:كه سرعت ظاهري در محيط (بستر) به صورت ذيل حاصل مي

)126-8( 

  

u� � �∆P
µL D`�ε8150"1 � ε#� � � κ

µ

∆PL  

κ � D`�ε8150"1 � ε#� 

  . خلاصه(جمع بندي)7

هـاي اينرسـي   عبارتمي باشد، لذا به سيالاتي كه  1از آن جا كه جريان هاي خزشي مربوط به اعداد رينولدز كوچكتر از 

گوينـد. در حـل معـادلات حركـت مربـوط بـه جريـان خزشـي از          "سيالات خزشي"شود، ها حذف مي(شتاب) براي آن

عبارت اينرسي در مقابل عبارت ويسكوز صرفنظر مي شود. سيالات خزشي حداقل درپنج گروه كاربرد دارنـد: جريانـات   

ي باريك(فيلم) اما متغير، جريانات خزشي اطراف اشياء غوطه ور، جريان آرام كاملاً توسعه يافته، جريانات آرام در مجار

هاي اكسـترودر، قالـب ريـزي مكشـي و غيـره. بـراي حـل        مرهاي مذاب در دستگاههاي متخلخل، و جريان پليدر محيط

-ه سازيمعادلات حركت لازم است: معادلات حركت و پيوستگي در مختصاتي متناسب با هندسه مساله نوشته شود، ساد

. معمولا بـي بعدسـازي   ها اعمال شود، شرايط مرزي مساله با توجه به معادلات حاكم و هندسه مساله به درستي تعيين شود

معادلات نيزانجام مي شود. با حل معادلات ناوير استوكس پروفيل سرعت به دست آيد. بلاخره با داشتن تابع سرعت، تابع 

تحليل جريان خزشي در مجاري فشردگي فيلم، جريان آزاد اطراف كـره، ياتاقـان لغزنـده و در     ميدان فشار به دست آيد.

  هاي متخلخل انجام شد. و در بخش پاياني اين فصل، قانون دارسي و ضريب عبوري معرفي گرديد.سيستم

                                                           
30 Friction Factor 
31 Fraction Void 
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