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  . مقدمه1

ور مورد بررسي قرار گرفت و نشان داده شد كـه در مـرز اجسـام جامـد     در فصل قبل جريان پتانسيلي اطراف اجسام غوطه

شـود. بـا بررسـي كـه در     به عبارتي سرعت سيال در مرز جامد ناپديد يا صـفر نمـي  باشد. صادق نمي " 1عدم لغزش"شرط 

شود. در واقع جريان پنانسيلي در اطـراف اجسـام جامـد در تنـاقض بـا      فصل قبل گرديد، نشان داده شد كه درگ صفر مي

يـان سـيال وجـود    باشد، چون درگ هميشـه در جر واقعي سيال در مجاري مرز جامد مي جريانمشاهدات آزمايشگاهي و 

اين تناقض را با ارائه تئوري لايه مرزي مرتفع نمود. او نشان داد كه جريان پتانسـيل خـارج از    1904در سال  2دارد. پرانتل

لايـه   "لايه مرزي در مرز جامد واقعيت دارد. در حقيقت لايه مرزي به صورت ذيل در مـرز جامـد تعريـف شـده اسـت:      

اند، به طوري كـه اثـرات قـوي نيروهـاي     زكي از سيال كه همواره به سطح جامد چسبيدههاي نامرزي عبارت است از لايه

  ."ويسكوز در اين لايه وجود دارد

  

  

  

  

  

    
  : جريان آزاد اطراف يك جسم غوطه ور (لايه مرزي و جريان پتانسيلي)11-1شكل 

جريان  سيالي يك نواخت را اطراف يك جسم غوطه ور را ملاحظه نماييد. سه ناحيه اطـراف جسـم بـه     11-1 در شكل

  شرح ذيل مشاهده مي شود.

                                                           
1 No Slip 
2 Prandtl 

جريان خارجي (جريان پتانسيلي)   جريان داخلي (لايه مرزي)

دنباله
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 ناحيه جريان داخلي -الف
آيد به طوري كه سرعت در مرز جامد صفر بوده و جسم جامد و در مرز آن به وجود ميدر اين ناحيه لايه نازكي اطراف 

گراديان سرعت زيادي در اين لايه به وجود مي آيد. به اين ناحيه كه داراي فيلم نازكي از سيال است لايه مرزي گفته مي 

  رزي نفوذ مي كنند. شود. در لايه مرزي سيال چرخشي فرض شده به طوري كه گردابش ها در عرض لايه م

  ناحيه جريان خارجي -ب

خارج از ناحيه داخلي كه در حقيقت خارج از لايه مرزي مي باشد، گراديان سرعت زياد نمي باشـد كـه ايـن بسـتگي بـه      

شكل هندسي جسم دارد. در اين ناحيه اثرات ويسكوزيته مشاهده نمي شود به طوري كه جريـان پتانسـيلي در ايـن ناحيـه     

  ه عبارتي جريان خارجي به صورت غيرلزجي بوده و به صورت غير چرخشي مي باشد. حاكم است. ب

  ٤يا گرداب پايين دستي ٣ناحيه دنباله -ج

به علت افت فشار در مرز جامد، لايه مرزي از سطح جامد جدا شده و افزايش فشار در دنباله يا جريان پايين دستي جسـم  

به طوري كه بر اثر جدايي لايه مـرزي ناحيـه اي بـه نـام      5معكوس مي شود مشاهده مي شود. در اين حالت گراديان فشار

  دنباله به وجود مي آيد . در اين ناحيه گراديان سرعت زياد نبوده و اثرات ويسكوزيته اهميت ندارد. 

بايد توجه داشت كه براي تشكيل لايه مرزي عدد رينولـدز از مقـدار معينـي نبايـد كمتـر باشـد. از طرفـي لايـه مـرزي در          

مجاري اطراف اجسام جامد با لايه مرزي جريان هاي ويسكوز كه در داخل مجاري بسته مانند كانال ها اتفاق مي افتد مي 

م غوطه ور لايه مرزي خيلي نازك مي باشد لـيكن در مجـاري بسـته    تواند مقداري متفاوت باشد. در مجاري اطراف اجسا

  مانند لوله ها و كانال ها لايه مرزي ضخيم بوده و حتي در رينولدز خيلي پايين نيز اتفاق مي افتد. 

در فصل هاي قبل به جريان هاي ويسكوز (خزشي) و جريان هاي غير لزجي (پتانسيلي) اشاره شد و بيان شد كه در جريان 

اي خزشي نيروهاي ويسكوز حاكم بوده در حاليكه در جريان هاي پتانسيلي نيروهاي اينرسي غالب مي باشد. همان گونه ه

كه در ابتداي اين فصل اشاره شد، جريان در مجاري اطـراف جسـم غوطـه ور، دو ناحيـه وجـود دارد كـه هـر دو جريـان         

                                                           
3 wake 
4 Down Stream 
5 Adverse Pressure Gradient 
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رد. لايه مرزي در بسياري از عمليات هـاي مهندسـي شـيمي    ويسكوز (لايه مرزي) و جريان غيرلزجي (پتانسيلي) وجود دا

اهميت دارد، چون نفوذ جرم و گرما بيشتر در لايه مرزي واقع مي شود. هم چنين در صنعت هوا فضا، كشتيراني، و نيز در 

  ساختمان سازي كاربردهاي فراوان دارد. 

  . مفهوم لايه مرزي2

ه ور، هميشه از جريان آزاد اطراف يك ورقه يا صفحه مسطح نـازك  براي بررسي و تحليل لايه مرزي اطراف جسم غوط

مـوازي صـفحه    U) جريـاني يكنواخـت بـا سـرعت     11-2كه به موازات جريان قرار دارد، شروع مي كنند. مطابق شـكل ( 

مي باشد، حركت مي كند. اثرات ويسكوزيته در مرز جامد شديد بوده به طوري كه ناحيه ويسكوز  Lمسطح كه طول آن 

وسيع بوده و از لبه تا انتهاي صفحه موجود مي باشد. يك صورت اصلي و مهم در تحليل لايه مرزي وجود جهت اصلي و 

فرض مي شـود بـه طـوري كـه      ux >> uyبوده و در اغلب مواقع  uxاوليه جريان است كه مولفه سرعت حاكم معمولا 

اشد. معمولا افت فشار در طول صفحه در نظـر گرفتـه   تغييرات سرعت در عرض لايه مرزي نسبت به طول لايه شديد مي ب

  مي شود و تغييرات فشار در عرض نازك لايه مرزي ، قابل اغماض است. 

  

  

  

  

    
    

  : تشكيل لايه مرزي روي يك سطح مسطح11-2شكل 

) ملاحظه مي شود كه جريان يكنواخت در اطراف صفحه مسطح به دو ناحيه تقسيم مي شود: ناحيه 11-2مطابق شكل (

لايه مرزي كه گراديان سرعت در آن شديد بوده و از صفر بر روي صفحه شروع مي شود، و به تدريج افزايش مي يابد تا 

لبه صفحه مسطح ابتدا لايه مرزي توسعه پيدا نمي كند  در ناحيه خارجي برسد. در Uاين كه مقدارش به سرعت آزاد 

ناحيه خارجي (جريان 

پتانسيلي)

δ 

V 

x 

y 

ناحيه انتقالي ناحيه لايه مرزي آراممغشوشناحيه لايه مرزي 

ناحيه داخلي (زير لايه آرام)

x 
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رسيد، لايه مرزي توسعه پيدا مي نمايد و به تدريج ضخيم تر مي  2500ليكن زماني كه عدد رينولدز به مقدار بحراني 

فت گردد. خارج از لايه مرزي سيال بدون اصطكاك بوده و جريان پتانسيلي حاكم مي باشد. همان گونه كه اشاره شد، ا

فشار در عرض لايه مرزي قابل اغماض است و هم چنين به علت مسطح بودن صفحه افت فشار در عرض جريان پتانسيلي 

  خارجي نيز صفر در نظر گرفته مي شود.

لايه مرزي توسعه پيدا مي كند و اگر صفحه صاف بوده و فاقد هر گونه زبري باشد،  Re > 2500مشاهده مي شود كه در 

لايه مرزي آرام شكل مي گيرد. متعاقبا با زياد شدن فاصله از لبه صفحه، عدد رينولدز زيادتر شده به  Re = 3×106تا 

مي رسيم.  Re = 5×109طوري كه از ناحيه آرام خارج شده و در عبور از ناحيه انتقالي به ناحيه لايه مرزي مغشوش  در 

نمايانگر مي شود. در خارج از اين زير لايه آرام  6ه آرامدر ناحيه مغشوش لايه مرزي آرام فشرده شده و به صورت زيرلاي

يك لايه مرزي مغشوش پديدار مي شود كه در آن اثرات ويسكوزيته حاكم نمي باشد. در اين ناحيه تغييرات مومنتوم با 

تنش  حركت تصادفي ذرات سيال از لايه اي به لايه اي ديگر منتقل مي شود كه طبيعت جريان از نوع مغشوش بوده كه

دارد. در صورتي كه در ناحيه مرزي آرام فقط تنش هاي برشي و يسكوز حاكم  є(7( پيچشيبرشي بستگي به ويسكوزيته 

ي به ـــش برشــس در ناحيه لايه مرزي آرام تنــي گيرد. پــمورد استفاده قرار م µي ــبوده و فقط ويسكوزيته نيوتن

 τtur =ρ є. ليكن در ناحيه مربوط به لايه مرزي مغشوش در نظر گرفته مي شود τlam = µ (dux/dy)صورت 
(dux/dy)  مي باشد، كهє .به جريان مغشوش بستگي داشته و مستقل از خاصيت انتقالي سيال مي باشد  

  . روش هاي تحليل لايه مرزي (جريان اطراف اجسام غوطه ور)3

اجسام غوطه ور تقريباً غير ممكن است. لذا معمولاً هاي مرزي اطراف حل تحليلي كل معادلات ناوير استوكس براي لايه

  سه روش براي تحليل لايه مرزي ارائه شده است:

  8روش استفاده از محاسبات عددي و كامپيوتر -1

                                                           
6 Laminar Sublayer 
7 Eddy Viscosity 
8 Numerical Digital Computer Solution 
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  9روش تجربي با انجام آزمايش -2

  10روش تئوري لايه مرزي -3

خت و مشكل مي باشد و حل تحليلي تحليل جريان سيال در مجاري اطراف اجسام پيچيده ، محدب يا مقعر معمولا س

استوكس در اين گونه موارد، بسيار مشكل و غير ممكن مي نمايد. لذا روش محاسبات عددي به كمك -معادلات ناوير

كامپيوتر استفاده مي شود. راه حل هاي عددي بسياري براي تحليل لايه مرزي تاكنون ارائه شده است. به خصوص براي 

ريان هاي مغشوش مي توان از ابزار محاسبات عددي و روش هاي المان محدود و يا تفاضل مدلسازي لايه مرزي در ج

محدود و ديگر روش ها نيز استفاده كرد. در روش تجربي با بهره گيري از آناليز ابعادي مي توان  جواب هاي دقيق به 

ز لايه مرزي (جريان پتانسيلي) بسيار دست آورد. به هر حال روش تجربي گران بوده و معمولا براي تحليل جريان خارج ا

  مفيد مي باشد.

ارائه شد كه نقطه عطفي در تحليل لايه مرزي به شمار  1904در سال  11روش نظريه لايه مرزي توسط لودويگ پرانتل

دلات استوكس را بسيار ساده نمود به طوري كه معا-متغيرها، معادلات ناوير 12رود. پرانتل با استفاده از مرتبه مقداريمي

هاي ساده عددي و يا تحليلي حل نموده توان با استفاده از روشها معادلات لايه مرزي اطلاق شده، ميحاصل را كه به آن

  هاي قابل قبولي براي توزيع سرعت و فشار در لايه مرزي ارائه نمود. و جواب

معادلات لايه مرزي با استفاده از روش گاه شود آندر ادامه اين بخش به تعريف انواع ضخامت لايه مرزي پرداخته مي

  شود.هاي عددي و تحليلي براي حل معادلات لايه مرزي ارائه ميشود و در نهايت، روشپرانتل توضيح داده مي

  

  

  

                                                           
9 Experimentation 
10 Boundary Layer Theory 
11 Ludwig Prandtl 
12 Order of Magnitude 
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  . ضخامت لايه مرزي1-3

 ، معرفي شده و نشان داده شود كه δبراي ساده سازي معادلات ناوير استوكس، لازم است كه ضخامت لايه مرزي،

) مانند اندازه جسم، شعاع، تحدب و يا عرض كانال Lضخامت لايه مرزي به طور نسبي بسيار كمتر از طول ميدان جريان (

  مي باشد. در اين جا ضخامت لايه مرزي به سه صورت تعريف مي شود:

  13ضخامت لايه مرزي −

  14ضخامت جابجايي −

 15ضخامت مومنتوم −

  ضخامت لايه مرزي -الف

سرعت  99/0اي كه سرعت سيال از صفر به مقدار عبارت است از فاصله ما بين مرز جامد و ناحيهضخامت لايه مرزي 

شود ) جريان يكنواخت اطراف صفحه مسطح را ملاحظه نماييد. ملاحظه مي11-3رسد. مطابق شكل () ميUجريان آزاد (

از لبه  xشود. ليكن در فاصله فرض مي δ=δ(x)باشد، يعني در طول صفحه مي xكه ضخامت لايه مرزي تابعي از متغير 

  شود:صفحه لايه مرزي آرام، كاملاً توسعه پيدا كرده است. پس ضخامت لايه مرزي به صورت ذيل تعريف مي

)1-11(  y = δ ∶ u" = 0.99U 

  باشد.، پروفيل سرعت در لايه مرزي ميu"=u" (y)كه 

  

  

  

  

  

                                                           
13 Boundary Layer Thickness 
14 Displacement Thickness 
15 Momentum Thickness 
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  : ضخامت لايه مرزي اطراف يك صفحه مسطح11-3شكل 

  هاي جابجايي و مومنتومضخامت -ب

المان در لايه مرزي هاي جابجايي و مومنتوم لايه مرزي لازم است موازنه هاي جرم و مومنتوم روي براي تعريف ضخامت

وارد المان حجمي لايه  hدر ارتفاع  Uشود، جريان آزاد با سرعت ) ديده مي11-4نوشته شود. همانگونه كه در شكل (

شود، ليكن به تدريج حركت شود. به علت اصطكاك و گراديان سرعت، جريان روي مرز جامد متوقف ميمرزي مي

شود. براي برقراري موازنه جرم لازم است مقدار جرم ورودي در ابجا ميسيال در جهت عمود بر صفحه به طرف بالا ج

از صفحه باشد. بنابراين با استفاده از معادله انتگرال انتقالي  xدر ابتداي صفحه برابر با جرم خروجي در فاصله  hارتفاع 

  توانيم بنويسيم:رينولدز مي

)2-11(  dmdt = % ρu&'. dA)* + ∂∂t - ρdV)/ = 0 

دهد. انتگرال دوم تجمع جرم را در حجم كنترل يا جرمي را در جهت جريان يكنواخت نشان مي كه انتگرال اول شار

  باشد. پس خواهيم داشت:دهد كه در اين جا صفر است، چون حالت پايداري حاكم ميالمان نشان مي

)3-11(  % ρu&'. dA = 0 u"dy1
2 3 0 Udy4

2 = 0)*  

  

  

x 

y

x 

δ 

U 
δ 

U 
U 

δ 

δ 

U 
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  : المان لايه مرزي روي صفحه مسطح11-4شكل 

  شود:) به صورت ذيل جابجا و نوشته مي11-3معادله (

)4-11(  Uh 
 0 u"dy
1

2

 0 �U + u" 3 U�dy

1

2

 UY + 0 �u" 3 U�dy

1

2
 


Yحال h+δ* شود. بنابراين خواهيم داشت:تعريف مي  

)5-11(  U�Y 3 h� 
 Uδ∗ 
 0 �U 3 u"�dy
1

2
 

  شود:به صورت ذيل تعريف مي "ضخامت جابجايي لايه مرزي") 11-5پس با استفاده از معادله (

)6-11(  δ∗ 
 0 81 3 u"
U 9

:;<

2
dy 


yشود كه ملاحظه ميδ ) ضخامت جابجايي لايه مرزي عبارت از 11-4همان ضخامت لايه مرزي است. مطابق شكل ،(

برابر  xجابجا شده به طوري كه دبي جريان واقعي در جهت  yباشد كه سيال از سطح در جهت اي از مرز جامد ميفاصله

  با جريان پتانسيل ورودي بر روي صفحه مسطح باشد.

  نوشته شود، خواهيم داشت: xازنه مومنتوم در جهت حال اگر بر روي المان حجم مو

)7-11(  = F" 
 % u"�ρu&'. dA�
)*


 0 u"�ρu"�dy
:;<

2
3 0 U�ρU�dy

4

2
 

∑با توجه به اين كه درگ به صورت  F" 
 3D شود:) به صورت ذيل نوشته مي11-7باشد، بنابراين معادله (مي  

)8-11(  D 
 ρUAh 3 0 ρu"Ady
:;<

2
 

اثر شبيه سازي شده

δ
* 

h 
y=h 

 خط برشي جريان خارجي

δ
* 

U 

ux(y) 

U y=Y 

x 

 )D( درگ
x 

y

247



 

 10

  توانيم بنويسيم:) مي11-4از طرفي از معادله (

)9-11(  h = 0 u"
U dy

<

2
 

  ) خواهيم داشت:11-8) در معادله (11-9پس با جاگذاري معادله (

)10-11(  D 
 ρ 0 u"�U 3 u"�dy
<

2
 

  تقسيم كنيم، خواهيم داشت: ρUA) را بر 11-10حال اگر دو طرف معادله (

)11-11(  D
ρUA 
 0 u"

U 81 3 u"
U 9 dy

<

2
 

  شود:به صورت ذيل تعريف مي "ضخامت مومنتوم لايه مرزي"پس 

)12-11(  θ 
 0 u"
U 81 3 u"

U 9 dy
<

2
 

توان مفهوم فيزيكي به صورت تصويري ارائه داد. بنابراين سه براي ضخامت مومنتوم مانند ضخامت جابجايي نمي

  باشند.مي θ<δ*<δها به صورت كه براي لايه مرزي تعريف شده، ترتيب آن θو  *δو  δضخامت 

  . درگ و ضريب اصطكاك در لايه مرزي2-3

ور در مقابل جريان آزاد اشاره شد، درگ، نيروي مقاومت اصطكاكي است كه از سطح جسم غوطههمان طور كه در بالا 

  شود:قرار دارد. در اين جا ضريب درگ به صورت ذيل تعريف مي

)13-11(  CE 
 D
1
2 ρUAA

 

  ) خواهيم داشت:11-12) و (11-11باشد. حال با استفاده از معادلات (مساحت صفحه مسطح مي Aكه 

)14-11(  CE�x� 
 2θ
x  

اي به صورت مساوي يك در نظر گرفته شده است. از طرفي ضريب اصطكاك پوسته �b)كه در اين جا عرض صفحه 

  شود:ذيل تعريف مي
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)15-11(  CG = τH12 ρUA
 

  ، تنش برشي در ديواره يا مرز جامد است.τHكه 

  16. معادلات لايه مرزي4

استوكس براي جريان دو بعدي سيال يكنواخت روي يك -ناويردر اين جا روش پرانتل كه با ساده سازي معادلات 

گردد. طبيعت روش مذكور كاملاً فيزيكي است، به طوري كه متغيرها را با يكديگر صفحه مسطح انجام شده، ارائه مي

. شونداستوكس حذف مي-ها در معادلات ناويرباشد، بسياري از عبارتمي δ<<Lمقايسه نموده و با توجه به اين كه 

  نويسيم:استوكس و پيوستگي را براي جريان دو بعدي به صورت ذيل مي-پس ابتدا معادلات ناوير

)16-11(  ∂u"
∂x + ∂u:

∂y 
 0 

)17-11(  u"
∂u"
∂x + u:

∂u"
∂y 
 3 1

ρ
∂P
∂x + ν ∂Au"

∂xA + ν ∂Au"
∂yA  

)18-11(  u"
∂u:
∂x + u:

∂u:
∂y 
 3 1

ρ
∂P
∂y + ν ∂Au:

∂xA + ν ∂Au:
∂yA  


νكه µ/ρ.ويسكوزيته سينماتيكي است ،  

  

  

  

  : توسعه لايه مرزي آرام در روي صفحه مسطح11-5شكل 

  شود، مگر در لبه صفحه كه هنوز لايه مرزي توسعه پيدا نكرده است.فرض مي 1>> �δ/x))، 11-5مطابق شكل (

  

  

  

                                                           
16 Boundary Layer Equations 

x 

y 

δ 

x 

U 
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  مرتبه مقداري متغيرها -الف

كنيم. هم چنين مشتق متغيرها را مورد متغيرها را نسبت به يكديگر مقايسه مي در ابتدا درجه و مقدار بزرگي و يا كوچكي

مورد  yو  xباشد، تغييرات آن را نسبت به سرعت جريان غالب مي uxدهيم. در اين جا چون مؤلفه بررسي قرار مي

توان نتيجه ميكند. به عبارتي تغيير مي y<δ>0در فاصله  ux<U>0شود كه دهيم. ملاحظه ميبررسي قرار مي

  گرفت:

)19-11(  ∂u"
∂x ~ U

x 																&														 ∂u"∂y ~U
δ	 

  را به صورت ذيل بنويسيم:ux	هاي مؤلفه سرعت براي مشتق 17توانيم مرتبه مقدار بزرگيپس مي

)20-11(  ∂u"
∂x ≃ ΟOUx	P													 ; 													

∂Au"
∂xA 
 O�UxA	� 

)21-11(  ∂u"
∂y ≃ OOUδ	P													 ; 														

∂Au"
∂yA 
 O�UδA	� 

  به معني مرتبه مقداري هر متغير است. "O"كه علامت 

"u در اين جا فرض شده است كه ≃ O�U�  ،∂ ∂xS ≃ O�1 xS �∂و   ∂yS ≃ O�1 δS �باشند. حال اگر معادله پيوستگي مي 

:u∂را براي مرتبه بزرگي  ∂yT :بنويسيم، خواهيم داشت  

)22-11(  ∂u:
∂y 	
 3∂u"

∂x 
 OOUx	P											 

0
yو همچنين در  ux	≪	uyاز طرفي چون  ،uy
را به صورت  uy) مؤلفه 11-22توان از معادله (است، پس مي 0

  ذيل به دست آورد:

)23-11(  u: 
 O�Uδx � 

  ) خواهيم داشت:11-23) و (11-22بنابراين با استفاده از معادلات (

)24-11(  ∂u:
∂y ≃ OOUx	P														 ; 														

∂Au:
∂yA 
 O� Uxδ	� 

                                                           
17 Order Of Magnitude 
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)25-11(  ∂u:∂x ≃ O OUδxA 	P													 ; 													∂
Au:∂xA 
 O�UδxV 	� 

-هاي اول و دوم معادلات ناوير) براي مشتق11-25) و (11-24)، (11-21)، (11-20حال با جاگذاري معادلات (


uxاستوكس و در نظر گرفتن O�U�
uyو  O�Uδ/x�  شوند:نوشته مياستوكس به صورت ذيل -، معادلات ناوير

)26-11(  UAx + UAx 
 31ρ ∂P∂x + ν UxA + ν UδA 																				�x	مؤلفه� 

)27-11(  δUAxA + δUAxA 
 31ρ ∂P∂y + ν δUxV + ν Uxδ														�y	مؤلفه�			
  شود كه براي فشار، مرتبه مقداري در نظر گرفته نشده است.ملاحظه مي

  استوكس -در معادله ناوير xمؤلفه  -ب

��νU/δ2شود كه را در نظر بگيريم، ملاحظه مي x) براي مؤلفه 11-26اگر معادله (≫	 �νU/x2�باشد، چون مي 

�δ/x�فرض شده است. از طرفي در لايه مرزي نيروهاي اينرسي كه مربوط به شتاب است در تقابل با نيروهاي  1≫

νباشد. با حذف عبارت ويسكوز كه ناشي از تنش برشي است، مي
∂Au" ∂xAS ) و موازنه دو نيروي 11-26از معادله (

  اينرسي و ويسكوز خواهيم داشت:

)28-11(  
UAxX

نيروي	اينرسي

≃ ν UδAY
نيروي	ويسكوز

 

  شود:) به صورت ذيل نوشته مي11-28پس معادله (

)29-11(  δ Z O[\νxU] 																	يا																		 OδxP
A 
 O8 νxU9	


	Rexكه 	xU/	ν داشت:شود. پس خواهيم تعريف مي  

)30-11(  δx 
 O[ 1^Re"]													
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شود كه عدد باشد. بنابراين زماني لايه مرزي توسعه داده ميمي Rex ≫ 1است، بنابراين  1 ≫ (δ/x)پس چون 

) و 11-29گيرد. همچنين از معادله (رينولدز خيلي بزرگ باشد، به عبارتي در ابتدا و يا لبه صفحه لايه مرزي شكل نمي

  را به صورت ذيل به دست آورد: xو افت فشار در جهت  νتوان مرتبه بزرگي ) مي26-11(

)31-11(  ν = O [δAU x ]            ;                 1ρ ∂P∂x = O(UA
x ) 

  باشد.قابل اغماض مي xبايد توجه داشت كه در جريان روي صفحه مسطح، معمولاً افت فشار در 

  استوكس-در معادله ناوير yمؤلفه  -ج

هاي شود كه عبارتدهيم. ملاحظه مياستوكس مورد بررسي قرار مي-معادله ناوير y) را براي مؤلفه 11-27حال معادله (

 (δU2/x2)باشد، چون ) مي11-26هاي اينرسي متناظر در معادله () بسيار كوچكتر از عبارت11-27اينرسي در معادله (
≪ �U2/x�-26هاي ويسكوز متناظر در معادله () نيز از عبارت11-27معادله (هاي ويسكوز در است. از طرفي عبارت 

چنين، كنيم. هم) حذف مي11-27هاي اينرسي و ويسكوز را از معادله (باشد. بنابراين عبارتتر مي) خيلي كوچك11

  شود:) به صورت ذيل نوشته مي11-27از معادله ( yمرتبه مقداري افت فشار در جهت 

)32-11(  1ρ ∂P∂y = O(δUA
xA ) _ O(UA

x ) 
  خواهد بود. P = P(x)شود، بنابراين فرض مي (dP/dx) ≫ (dP/dy)پس 

  معادلات لايه مرزي -د

  شوند:با توجه به فرضيات بالا معادلات پيوستگي و مومنتوم در لايه مرزي به شكل ذيل حاصل مي

)33-11(  ∂u"∂x + ∂u:∂y = 0 

)34-11(  u" ∂u"∂x + u: ∂u"∂y = 3 1ρ ∂P∂x + ν ∂Au"∂yA  

)35-11(  ∂P
∂y = 0               ;              P = P(x) 
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 Pاز طرفي چون  P�x�باشد پس گراديان فشار در طول لايه مرزي برابر با گراديان فشار در جريان خارجي يا مي 

جريان جريان پتانسيلي خواهد بود. همان طور كه در فصل هشتم توضيح داده شد، براي به دست آوردن گراديان فشار در 

  شود:پتانسيلي از معادله برنولي به شكل ذيل استفاده مي

)36-11(  P
ρ + 1

2 UA 
  ثابت


 Pكه  P�x�  ) خواهيم داشت:11-36دهد. كه با مشتق گيري از معادله (فشار جريان پتانسيلي را نشان مي 

)37-11(  3 1
ρ

dP
dx 
 U dU

dx  
  شود:مرزي به صورت ذيل نوشته مي)، معادله حركت لايه 11-34) در (11-37با جاگذاري معادله (

)38-11(  u"
∂u"
∂x + u:

∂u"
∂y 
 U dU

dx + ν ∂Au"
∂yA  

جا در جريان ) حل شود. در اين11-38در لايه مرزي لازم است معادله ( uxبنابراين براي به دست آوردن پروفيل سرعت 

��dU/dxثابت بوده، پس  Uيكنواخت بر روي صفحه مسطح  
حركت لايه مرزي روي باشد. بنابراين معادله مي 0 

  شود:صفحه مسطح با شرايط مرزي به صورت ذيل حاصل مي

)39-11(  u"
∂u"
∂x + u:

∂u"
∂y 
 ν ∂Au"

∂yA  

)40-11(  

1شرط مرزي   :    u"�x, 0� 
 0 
2شرط مرزي   :    u:�x, 0� 
 0 

�y 
 δ → 3شرط مرزي  ( ∞  :    u"(x, y) = U 

-در جريان پتانسيلي برابر مي )U(سرعت جريان آزاد  y = 0.99δدر  uxشرط مرزي سوم در شرايطي است كه سرعت 

  شود.
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  . حل معادلات لايه مرزي در صفحه مسطح5

-جريان يكنواخت روي صفحه مسطح بستگي به زاويه ما بين بردار جريان آزاد و صفحه مسطح دارد. در اين جا فرض مي

) حل شود. سه روش 11-39م است معادله (شود كه جريان يكنواخت موازي صفحه مسطح باشد. بنابراين در اين جا لاز

  باشند:) ارائه شده است كه به شرح ذيل مي11-39براي حل معادله ديفرانسيلي (

  19يا روش بلازيوس  18روش مشابه −

  20روش انتگرال مومنتوم −

  21روش محاسبات عددي −

  . روش مشابه يا بلازيوس 1-5

) و پيوستگي را با استفاده از تبديل مشابه سازي حل نمود. او فرض كرد كه 11-39بلازيوس  معادلات لايه مرزي (

در طول لايه مرزي روي صفحه مسطح از نظر هندسي متشابه هستند، به طوري كه هر چه از لبه صفحه  uxپروفيل سرعت 

شود. بلازيوس فرض نمود كه سرعت كشيده مي yجهت ) در 11-3شود، پروفيل سرعت مطابق شكل (فاصله گرفته مي

  به صورت ذيل تعريف نمود: ϕباشد. پس اين رابطه تناسب را با تابع مي ξمتناسب با پارامتر بدون بعد  uxبدون بعد 

)41-11(  u"U 
 ϕ8yδ9 

  است. yدهد كه سرعت نرمال شده تابعي از فاصله نرمال شده از سطح در جهت ) نشان مي11-41به عبارتي رابطه (

  شود:به صورت ذيل نوشته مي ξپس رابطه بدون بعد 

)42-11(  ξ 
 yδ�x) 

  ) خواهيم داشت:11-30از طرفي طبق رابطه (

                                                           
18 Similar 
19 Blasius 
20 Momentum Integral Approach 
21 Numerical Solution 
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)43-11(  δ�x� ∝ \νxU 					→ 	ξ 
 ygUνx 


uxهاي سرعت حال با استفاده از تابع جريان لاگرانژي مؤلفه∂ψ/∂y  وuy=-∂ψ/∂x  را در معادله لايه مرزي رابطه

  كنيم و خواهيم داشت:) جاگذاري مي39-11(

)44-11(  ∂ψ∂y ∂Aψ∂x ∂y 3 ∂ψ∂x ∂Aψ∂yA = ν∂Vψ∂yV 	
شود كه يك معادله ديفرانسيل جزيي سهموي بوده و معادله مذكور با استفاده از جداسازي ) مشاهده مي11-44از معادله (

  شود:ارائه ميبه صورت ذيل  22متغيرها

)45-11(  ψ�x, y� = g�x�f�ξ� 

) به صورت 11-45با استفاده از معادله ( uyو  uxهاي دو تابع يك متغيره و مستقل هستند. پس مؤلفه �f�ξو  �g�xكه 

  شوند:ذيل نوشته مي

)46-11( 	u" = ∂ψ∂y = g�x�f�ξ�gUνx 										يا																	 u"U = g�x�f′�ξ�g 1Uνx	
  ) خواهيم داشت:11-43( ) و11-41از طرفي طبق روابط (

)47-11(  u"U = ϕmygUνxn = ϕ�ξ� 

  ) خواهيم داشت:11-47) و (11-46بنابراين با مقايسه روابط (

)48-11(  ϕ�ξ� = f′�ξ�																	; 																						g�x� = √νxU 

  توانيم بنويسيم:) مي11-48) و (11-46پس با توجه به روابط (

)49-11(  u"U = df�ξ�dξ = f′�ξ� 

                                                           
22 Separation of Variables 
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  هاي ديگر خواهيم داشت:و مشتق uyبه همين ترتيب براي 

)50-11(  u: = 3 ∂ψ
∂x 
 12gνUx �ξf′ 3 f� 

)51-11(  ∂u"
∂x 
 3Uξ2x f˝�ξ� 

)52-11(  ∂u"
∂y = UgUνx f˝�ξ�                  ;                  ∂Au"

∂yA = UAνx f‴�y�  
  ) خواهيم داشت:11-44) در معادله (11-52) تا (11-49با جاگذاري در روابط (

)53-11(  3UA2x ξf′f˝ 3 UA2x �f 3 ξf′�f˝ 
 UAx f‴ 
)54-11(  3UA2x ff˝ 3 UAx f‴ 
 ˝ff                    يا                    0 + 2f‴ = 0 

باشد، به طوري كه هيچ شود اين معادله عادي ديفرانسيلي بلازيوس  مي) ملاحظه مي11-54همان گونه كه از معادله (

شود. شرايط مرزي ارائه مي 23هاي مشابهجواب اين گونه معادلات به صورت جوابشود. متغير طولي در آن مشاهده نمي

  شود:) به صورت ذيل نوشته مي11-40) با استفاده از شرايط مرزي (11-54معادله (

)55-11(  
1شرط مرزي   : ξ = 0              ;               f = f′ = 0 
2شرط مرزي   : ξ = ∞             ;              f′(ξ) = 1 

) را براي مقادير نرمال شده 11-1) را حل نمود و جدول (11-54بلازيوس با استفاده از روش محاسبات عددي معادله (


ξشود كه ارائه كرد. ملاحظه مي ξبر حسب متغير  uxسرعت y/δ باشد. پس در شرايطي كه سرعت جريان در لايه مي

 ود. ضخامت لايه مرزي خواهد ب δبرسد،  0.99Uمرزي به مقدار 
  

  

  

                                                           
23 Similarity Solution 
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  : مقادير سرعت بر حسب پارامتر بدون بعد فاصله توسط بلازيوس11-1    جدول

  باشد، پس خواهيم داشت:مي u=0.99Uمقدار  ξ=δ) در 11-1بنابراين مطابق جدول (

)56-11(  ξ = δ( U
νx�r A⁄ ≅ 5.0 

  شود:صورت ذيل نوشته مي) بر حسب عدد رينولدز به 11-56رابطه (

)57-11(  δx 
 5.0^Re"  ( بلازيوس 1908)            
باشد. تنش برشي در ديواره يا مي 105 
 Reجواب بلازيوس براي جريان لايه مرزي آرام مناسب است و دقت آن تا 

  شود:روي صفحه مسطح به صورت ذيل محاسبه مي

)58-11(  τH 
 μ ∂u"
∂y w:;2 = μ [U\u"

νx f˝]:;2 
 0.332 μUV A⁄
√νx  

-اي نيز به طريق ذيل محاسبه ميباشد. ضريب اصطكاك پوستهمي ξ=0در  f˝≅.0332) مقدار 11-58كه در معادله (

  شود:

u"
U  ξ = y O U

νxP
A

 
u"
U  ξ = y O U

νxP
A

 

0.87609  3.2  0.0  0.0  0.90177  3.4  0.06641  0.2  0.92333  3.6  0.13277  0.4  094112  3.8  0.19894  0.6  0.95552  4.0  0.26471  0.8  0.96696  4.2  0.32979  1.0  0.97587  4.4  0.45627  1.4  0.98269  4.6  0.57477  1.8  0.98779  4.8  0.68132  2.2  0.99155  5.0  0.77249  2.6 
1.000  ∞  0.84605  3.0 
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)59-11(  cG = τH12 ρUA 

0.332μUV A⁄√νx12 ρUA 															 ; 										cG 
 0.664^Re" 	

  آيد:ضريب درگ نيز به صورت ذيل به دست مي

)60-11(  cE = D12ρUAA = b{ τH�x�dx|212 ρUA�bl� 	
  ) و انتگرال گيري خواهيم داشت:11-60) در رابطه (11-58كه با جايگذاري معادله (

)61-11(  cE = 1.328√Re �بلازيوس	�1908												 

  شوند:به صورت ذيل حاصل مي ��θو مومنتوم  �*�δهاي جابجايي ) ضخامت11-1هاي جدول (با استفاده از داده

)62-11(  δ∗x = 1.72√Re �بلازيوس	�1908																
)63-11(  θx = 0.664√Re �بلازيوس	�1908																

باشد. نسـبت ضـخامت جابجـايي بـه     مي θ<δ*<δشود كه ) مشاهده مي11-63) و (11-62)، (11-57با مقايسه روابط (

24ضريب شكلي"ضخامت مومنتوم به 
بـه صـورت ذيـل     شود. كـه در روش بلازيـوس  بـراي صـفحه مسـطح     شناخته مي "

  شود:محاسبه مي

)64-11(  H = δ∗θ = 1.7210.664 = 2.59	
  باشد.در شرايطي كه ضريب شكلي عدد بزرگي باشد، به اين معني است كه لايه مرزي در شرف جدا شدن از سطح مي

  26يا روش فون كارمن 25. روش انتگرال مومنتوم2-5

ضخامت لايه مرزي و همچنين ضريب درگ را در جريان توان كارمن با استفاده از انتگرال مومنتوم نشان داد، مي

يكنواخت بر روي صفحه مسطح به دست آورد. پس براي به دست آوردن رابطه انتگرال مومنتوم لازم است كه از 

  معادلات لايه مرزي  به شرح ذيل شروع گردد:

                                                           
24 Shape Factor 
25 Momentum Integral 
26 Von Karman 
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)65-11(  ∂u"∂x + ∂u:∂y = 																يا																		0 ∂u"∂x 
 3∂u:∂y  

  استفاده از تعريف مشتق خواهيم داشت: با

)66-11(  u" ∂u"∂x 
 ∂∂x �u"A� 3 u" ∂u"∂x  

  ) خواهيم داشت:11-66) در معادله (11-65با جاگذاري معادله (

)67-11(  u" ∂u"∂x 
 ∂∂x �u"A� + u" ∂u:∂y  

  ) لايه مرزي خواهيم داشت:11-39) در معادله (11-67با جاگذاري معادله (

)68-11(  
∂∂x �u"A� + u" ∂u:∂y + u: ∂u"∂y~������������:������

= ν ∂Au"∂yA  

  ) در عرض لايه مرزي خواهيم داشت:11-68با انتگرال گيري از معادله (

)69-11(  0 ∂∂x �u"A�dy + 0 d�u"u:�dy =<
2 ν 0 d O∂u"∂y P<

2
<

2  

  پس مي توانيم به نويسيم: 

)70-11(  0 ∂∂x �u"A�dy + �u"u:�2< = ν �∂u"∂y �2
<<

2  

  شوند:شرايط مرزي در جريان صفحه مسطح به صورت ذيل نوشته مي

1شرط مرزي   )71-11( 	:	u"�x, 0� 
 u:�x, 0� 
 �در	صفحه	مسطح�																						0 

2شرط مرزي   )72-11( 	:	u"�x, δ� 
 U																																									خروجي�	جريان	در� 

3شرط مرزي   )73-11( 	:	τH 
 μ	 ����: �:;2 �در	صفحه	مسطح�																																					 

4شرط مرزي   )74-11( 	:	����",<��: 
 �در	جريان	خروجي�																																											0 

  ) خواهيم داشت:11-70با اعمال شرايط مرزي بالا در معادله (
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)75-11(  0 ∂∂x �u"A�dy + Uu:�x, δ� 
 3τHρ<
2  

  از طرفي با انتگرال گيري از معادله پيوستگي خواهيم داشت:

)76-11(  0 ∂u"∂x dy + 0 d�u:� = ,u:�x											يا									0 δ� 
 30 ∂u:∂x dy<
2

��(",<)
2

<
2  

)77-11(  Uu:�x, δ� 
 3U0 ∂u"∂x dy<
2  

  ) خواهيم داشت:11-77) و (11-75پس با ادغام معادلات (

)78-11(  0 ∂∂x �u"A�dy 3 U0 ∂u"∂x dy<
2 = 3 τHρ

<
2  

) ساده شده و معادله مذكور به صورت ذيل نوشته 11-78هاي طرف چپ معادله (انتگرال 27با استفاده از قانون لايب نيتز

  شود:مي

)79-11(  ddx0 u"Ady 3 U ddx0 u"dy<
2 = 3 τHρ

<
2  

  ) خواهيم داشت:11-79هاي معادله (مقداري ثابت است پس با جابجايي عبارت Uچون 

)80-11(  ddx0 u"�U 3 u"�dy = τHρ
<

2  

خواهيم  u2) بر 11-80شود. از طرفي با تقسيم دو طرف معادله (اطلاق مي "انتگرال مومنتوم") معادله 11-80معادله (

  داشت:

)81-11(  ddx0 u"U 81 3 u"U 9 dy = τHρUA
<
2  

) به صورت 11-81)، معادله انتگرال مومنتوم، يعني معادله (11-12با استفاده از تعريف ضخامت مومنتوم، يعني معادله (

  شود:ذيل نوشته مي

)82-11(  dθdx 
 τHρUA τH																				يا																										 
 ρUA dθdx	
  شود.جريان آرام و مغشوش استفاده مي) براي هر دو 11-82معادله (

                                                           
27 Leibnitz's Rule 
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  . روش تقريبي با استفاده از انتگرال مومنتوم3-5

شود. در اين ها و ضريب درگ از روش انتگرال مومنتوم استفاده ميبراي محاسبه مشخصات لايه مرزي مانند ضخامت

پيشنهاد شده  ux/Uي تا كنون براي روش ابتدا لازم است براي پروفيل سرعت يك تابع تقريبي ارائه نمود. توابع مختلف

پيشنهاد  ux/Uاي براي دهند. در اين جا يك تابع چند جملههاي تقريبي مناسبي ارائه ميها جواباست. ليكن تمام آن

شود. ليكن قبل از ارائه هر گونه تابع لازم است شرايط مرزي براي محاسبه ضرايب تابع پيشنهادي به شرح ذيل ارائه مي

  شود:ه بايد توجه داشت شرايط مرزي لازم به ترتيب ذيل اعمال ميشود. البت

 شرط مرزي اول (عدم لغزش در سطح): �

  ux=uy=0  داريم: y=0در 

 با سرعت جريان خروجي): y=δشرط مرزي دوم (يكساني سرعت در  �

  ux=U  داريم: y=δدر 

 با جريان خارجي): y=δشرط مرزي سوم (پيوستگي سرعت جريان در  �

…  داريم: y=δدر  , ∂Au"
∂yA = 0						،						 ∂u"

∂y = 0		 
  هاي بالاتر بر روي سطح):شرط مرزي چهارم (ناپديد شدن مشتق �

…  داريم: y=0در  , ∂Vu"
∂yV = 0						،						 ∂Au"

∂yA = 0 

  شود:ذيل پيشنهاد مي سرعت به صورتبراي ارائه روش تقريبي پروفيل 

)83-11(  u"
U = A + B 8yδ9 + C 8yδ9A + D8yδ9V	

  شود:اعمال مي 4و 3، 2، 1ابتدا شرايط مرزي  -1

)84-11(  u"
U = �شرط	مرزي	اول�																																																																														0 

)85-11(  u"
U = B + C + D = �شرط	مرزي	دوم�																																																						1	
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)86-11(  ∂(u" U⁄ �∂y = B + 2C + 3D = �شرط	مرزي	سوم�																																					0	
)87-11(  ∂A�u" U⁄ �∂yA = 2C = 0													; 					C 
 �شرط	مرزي	چهارم�																					0	

  شود:)، مقادير ضرايب پروفيل سرعت به صورت ذيل حاصل مي11-87) تا (11-84با حل همزمان معادلات (

A 
 0									; 								B 
 32								 ; 							C 
 0							; 								D 
 312 

  آيد:بنابراين پروفيل سرعت به صورت ذيل به دست مي

)88-11(  u"U 
 32 8yδ9 3 12 8yδ9V 

 ξ=y/δكنيم آوريم. به اين ترتيب فرض مي) به دست مي11-12ضخامت مومنتوم لايه مرزي را با استفاده از معادله ( -2

 نماييم:) را در معادله ضخامت مومنتوم جاگذاري مي11-88بوده و معادله (

)89-11(  
θ 
 0 u"U 81 3 u"U 9 dy = δ0 O32 ξ 3 12 ξVP O1 3 32 ξ + 12 ξVP dξr

2
<
2 	

θ 
 78560 δ 
 0.1393δ 

  تنش برشي بر روي ديواره سطح مسطح -3

)90-11(  τH 
 μ∂u�x, y)∂y �:;2 = μ [3u2δ 3 3uyA
2δV ]:;2 


3μu2δ 	
 انتگرال مومنتوم) با استفاده از δمحاسبه ضخامت لايه مرزي ( -4

τH 
 ρUA dθdx 										 ; 						3μU2δ 
 ρUA dθdx 									 ; 								3μU2δ 
 0.1393	ρUA dδdx					
  پس خواهيم داشت:

)91-11(  δdδ 
 	 3μU2�0.1393�ρUA dx											,									δdδ 
 10.76 νUdx	

νكه µ/ρ باشد. حال با اعمال شرط مرزي در ميx	
	0 ،δ	
) 11-91انتگرال گيري از معادله (باشد. پس با مي 0	

  خواهيم داشت:

)92 -11(  δx 
 4.641√Re �جواب	تقريبي�																				 
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اي دهد. براي محاسبه ضريب اصطكاك پوسته% خطا نشان مي2/7) بلازيوس 11-57) با معادله (11-92مقايسه معادله (

  خواهيم داشت:

)93-11(  cG = τH12 ρUA 

3μU2δ12 ρUA 															 ; 										cG 
 0.646^Re" �جواب	تقريبي�													

هاي قابل قبولي براي لايه مـرزي بـه دسـت    توان جوابشود كه با ارائه روابط تقريبي براي پروفيل سرعت ميملاحظه مي

گونـه كـه ملاحظـه    دهـد. همـان   هاي سرعت تقريبي نشان ميبا پروفيل cfهاي مختلفي براي ) جواب11-2آورد. جدول (

  دهد.هاي مناسبي ارائه ميشود براي پروفيل سرعت رابطه سينوسي نيز جوابمي

				
CG√Re	8u"U 9  پروفيل	تقريبي	

0.578  �yδ� 

0.730  2�yδ� 3	�yδ�A  

0.646  32 �yδ� 3 12	�yδ�V 

0.686  
2	�yδ� 3 2	�yδ�V

+	�yδ�� 

0.656  sin�π2 yδ� 

0.664  Exact	(Blasius) 
  سرعت تقريبي و ضريب اصطكاك پوسته اي براي لايه مرزي: پروفيل هاي 2جدول 
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  لازم است چند نكته توضيح داده شود:

باشد. در جريان پايين دستي ضخامت لايه مرزي افزايش پيدا مي x=0 ،δ=0از معادله بلازيوس نتيجه مي شود كه، در  �

δكند، به طوري كه مي ∝ √x باشد. براي ميx  داده شده، ضخامت لايه مرزي با افزايش سرعت جريان آزاد)U(  كم

  شود.مي

) و با افزايش x=0شود كه تنش برشي نزديك لبه صفحه خيلي زياد است (در از معادله تنش برشي بلازيوس  ملاحظه مي �

  كند.فاصله از لبه صفحه، مقدار تنش برشي كاهش پيدا مي

"Au∂نيست، چون تقريب  تقريب لايه مرزي در لبه صفحه صادق � ∂xAS ≪ ∂Au" ∂yAT باشد. به هر حال صادق نمي

  ناحيه لبه صفحه در مسائل مهندسي اهميت ندارد.

باشد به طوري كه نيروهاي اينرسي حاكم بوده و نيروهاي هاي زياد از لبه صفحه، عدد رينولدز خيلي بالا ميدر فاصله �

افتد. ليكن اگر اتفاق مي 5× 105ان آرام به مغشوش در رينولدز باشند. انتقال از جريويسكوز قابل اغماض يا كم مي

  استفاده نمود. 106توان معادلات لايه مرزي آرام را تا رينولدز صفحه صاف باشد، مي

  شود.تر از لايه مرزي مثالي آورده ميبراي تحليل و فهم مناسب

در عقب يك قايق در آب دريا كشيده مي شود قايق   cm 25در  cm 25يك صفحه مسطح بسيارنازك با ابعاد  -مثال

حركت مي كند. ضخامت لايه مرزي در صفحه در ايـن جـا محاسـبه مـي      oC 15در آب با دماي  km/hr 12با سرعت 

  شود. هم چنين نيروي لازم براي كشيدن صفحه در آب به دست مي آيد.

  حركت سيال روي صفحه به صورت جريان آرام است يا نه:ابتدا بايد عدد رينولدز محاسبه شده تا بررسي شود كه آيا 

Re" 
 ρUxμ 
 O1000 kg
mVP 8120003600

m
s 9 (0.25Cm)

80.0012 N. s
mA 9

≅ 6.9 � 10� 

مي باشد. ليكن اگر صفحه به اندازه كافي صاف بود، و جريان يكنواخت باشـد،   9/6× 105 < 5× 105مقدار عدد رينولدز 

  با استفاده از معادله بلازيوس خواهيم داشت:مي توان اين جريان را آرام فرض نمود. بنابراين 
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δ 
 5x^Re" 

5 � 0.25Cm√694444 = 	0.0015Cm	 ≅ 1.5	mm 

CG = 1.33^Re"

 1.33
√694444 
 1.6 � 10�V	

τ� 
 1
2CGρUA 
 1

2 (1.6 � 10�V) O1000	 kgmVP O120003600 ms PA = 8.87	 NmA 

F��� = 2τ�A = 2 O8.87	 NmAP (0.25 � 0.25	mA) = 1.11	N 

   

265



 

 28

  . خلاصه (جمع بندي)6

انـد، بـه طـوري كـه اثـرات قـوي       هاي نازكي از سيال كه همواره به سـطح جامـد چسـبيده   لايهلايه مرزي عبارت است از 

توان مشاهده نمود: ناحيه نيروهاي ويسكوز در اين لايه وجود دارد. در جريان آزاد اطراف يك جسم جامد، سه ناحيه مي

مرزي سيال چرخشي فـرض شـده بـه طـوري      داخلي (لايه مرزي)، ناحيه خارجي (جريان پتانسيلي) و ناحيه دنباله. در لايه

كه گردابش ها در عرض لايه مرزي نفوذ مي كنند. جريان خارجي به صورت غيرلزجي بوده و به صورت غيـر چرخشـي   

مي باشد. در ناحيه دنباله گراديان سرعت زياد نبوده و اثرات ويسكوزيته اهميت ندارد. لايه مرزي در بسياري از عمليـات  

اهميت دارد چون نفوذ جرم و گرما بيشتر در لايه مرزي واقع مي شود. در لايه مرزي مغشوش، تنش هاي مهندسي شيمي 

برشي بستگي به ويسكوزيته گردابي دارد اما در لايه مرزي آرام تنش هاي برشي  فقط به ويسكوزيته نيـوتني وابسـته مـي    

سـرعت جريـان    99ي كه سرعت سيال در آن به %اباشد. ضخامت لايه مرزي عبارت است از فاصله بين مرز جامد و ناحيه

سه روش بـراي حـل معـادلات مـرزي روي صـفحه مسـطح وجـود دارد: روش بلازيـوس، روش انتگـرال          رسد. آزاد  مي

 مومنتوم و روش عددي.
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