
 1

  كانيك سيالات پيشرفتهم

  معادلات حركت و معادله ناويراستوكس

  

  2 ......................................................................................................................................... مقدمه. 1

  2 ................................................................................ يلاگرانژ حركت معادله و وتنين دوم قانون. 2

  4 .............................................................................. جسمي و يسطح يروهاين ،ينرسيا يروين. 1-2

  5 ............................................................................................... يسطح يروهاين و تنش تنسور. 2-2

  10 ...................................................................................... تنش تنسور حسب بر يسطح يروهاين. 3

  11 ............................................................................................................. مومنتوم حركت معادله. 4

  15 ..................................................................................................... يكيرئولوژ يساختار معادله. 5

  19 ............................................................................................................. استوكس -ريناو معادله. 6

  24 ....................................................................................................يچرخش ريغ اليس و گردابش.7

  26 ................................................................................................................. )يبند جمع(خلاصه. 8

75

فصل   

KPS
Typewritten text
موس



 

 2

  . مقدمه1

با استفاده از نظريه انتقالي رينولدز در فصل قبل به توصيف حركت لاگرانژي و اويلري پرداخته شد و توضيح داده شد كه 

توان حركت سيال را در چارچوب لاگرانژي به چارچوب اويلري تبديل نمود. در اين فصل با استفاده از قانون دوم مي

حركت نيوتن كه در چارچوب لاگرانژي صادق است، و همچنين استفاده از نظريه انتقالي رينولدز، معادلات حركت يا به 

چنين با استفاده از قانون ويسكوزيته نيوتن كه در فصل اول به آن شود. هملات مومنتوم به دست آورده ميعبارتي معاد

  استوكس را به دست خواهيم آورد. -پرداخته شد، معادلات حركت ناوير

    . قانون دوم نيوتن و معادله حركت لاگرانژي2
  شود:هاي ذيل نوشته ميبرداري و انديسي به صورتدر فصل دوم اشاره شد كه قانون حركت دوم نيوتن  به صورت 

)1-5(  d�mv���dt 
 F��                                      �نمايش برداري 

)2-5(  d�mv��dt 
 F�          i 
 نمايش انديسي�           1,2,3 

  دهد كه:شود قانون دوم نيوتن نشان ميهمان گونه كه مشاهده مي

 ات در مومنتوم سيالتغيير 
نيروي كل اينرسي (لختي)
  شود:حال قانون حركت دوم نيوتن در چارچوب لاگرانژي بر حسب انتگرال حجمي به صورت ذيل نوشته مي

)3-5(  ddt � ρv�dV������� 
 F�      i 
 1,2,3 
ρهاي سرعت ومؤلفه �vكه در اينجا  
 ρ�x�, y�, z�, tگونه باشد. همان، يعني دانسيته سيال بر حسب مل/ حجم مي�

  باشد.دهد تغييرات كل زماني مومنتوم سيستم لاگرانژي برابر با نيروي كل اينرسي سيال مي) نشان مي5-3( كه معادله

طور كه در فصل قبل توضيح داده شد بايستي  ) معادله حركت سيال در چارچوب لاگرانژي است. پس همان5-3معادله (

ر چارچوب لاگرانژي به چارچوب اويلري تبديل نماييم. با استفاده از تئوري انتقالي رينولدز توصيف حركت سيال را د

  بنابراين خواهيم داشت:
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)4-5(  ddt � ρv�dV������� 
 � �∂�ρv��∂t ! ∂x" #ρv�v"$% dV�& 
 F� 
) تئوري انتقال رينولدز به شكل 5-4مومنتوم خطي بر واحد حجم سيال است. بايد توجه داشت كه معادله ( �ρvجا در اين

  شود:معادله مذكور به صورت ذيل نوشته ميباشد. شكل برداري انديسي مي

)5-5(  ddt � ρv��dV������� 
 � �∂�ρv���∂t ! ' ∙ �ρv��v���% dV�& 
 F�� 

بنابراين عبارت طرف چپ معادله بالا، معادله حركت كل مومنتوم سيال را در چارچوب لاگرانژي و عبارت انتگرال دوم، 

به صورت   1ه داشت كه شار مومنتومدهد. بايد توجطرف راست معادله، حركت مومنتوم را در چارچوب اويلري نشان مي

ρv�v"  ياρv��v�� شود شار مومنتوم حاصل ضرب دياديك دو بردار سرعت بوده طور كه ديده مي شود. هماننشان داده مي

  باشد.كه در حقيقت يك كميت تنسوري مي

داخل انتگرال دوم كه در حجم هاي كنيم. عبارت) استفاده مي5-4براي ادامه كار از معادله انديسي حركت يعني معادله (

  شود:كنترل نوشته شده به صورت ذيل مشتق گيري مي

)6-5(  ∂�ρv��∂t ! ∂∂x" #ρv�v"$ 
 ρ ∂v�∂t ! v� ∂ρ∂t ! v� ∂#ρv"$∂x" ! ρv" ∂v�∂x" 
  شوند:) به صورت ذيل ساده مي6-4هاي دوم و سوم در طرف راست معادله (جا عبارتدر اين

)7-5(  v� ∂ρ∂t ! v� ∂#ρv"$∂x" 
 v� �∂ρ∂t ! ∂#ρv"$∂x" % 
 0 

هاي گردد. حال عبارتمعادله پيوستگي بوده كه برابر صفر مي 3و  2هاي شود كه حاصل ساده سازي عبارتحظه ميملا

  گردد:به صورت ذيل ساده مي 4و  1

)8-5(  ρ ∂v�∂t ! ρv" ∂v�∂x" 
 ρ Dv�Dt  

                                                           
1Momentum Flux 
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از ساده  آيد. پسبه دست مي 2به صورت مشتق زماني ماده سرعت 4و  1هاي به عبارت ديگر حاصل ساده سازي عبارت

  شود:) به صورت ذيل نشان داده مي5-4هاي مذكور معادله حركت مومنتوم يعني معادله (سازي

)9-5(  ddt � ρv�dV������� 
 � ρ Dv�Dt dV�& 
 F� 
  4و جسمي 3. نيروي اينرسي، نيروهاي سطحي1-2 ١.١

  باشد:در حركت سيال شامل دو نيروي جسمي و سطحي به صورت ذيل مي 5نيروهاي ديناميكي

)10-5(  

F�� 
 F+����� ! F����� 

 يا

,-����� 
 ,-,.�������� ! ,-,/�������          ; 1 
 1,2,3 

  نامند.را نيروي سطحي مي �����Fرا نيروي جرمي و  �����+Fجا معمولا كه در اين

ثقل زمين  7يا ميدان مغناطيسي 6نيروهاي جسمي در حقيقت آن دسته از نيروهايي است كه ناشي از اعمال ميدان گرانشي

تشكيل شده است. در  9و نيروهاي مغناطيسي 8نيروهاي جسمي از دو نوع نيروهاي گرانشيباشد. پس بر جرم سيال مي

جا مورد بحث شود، مگر در موارد خاص كه در اينبسياري از مواقع در حركت سيال از نيروهاي مغناطيسي صرفنظر مي

  جا فقط به صورت نيروهاي گرانشي ارائه خواهد شد. يعني خواهيم داشت: گيرد. بنابراين نيروهاي جسمي در اين قرار نمي

�����+F نيروي گرانشي  )11-5( ≡ 

پردازيم. تغييرات نيروي گرانشي ناشي از فاصله گرفتن جرم سيال حال به آناليز نيروي گرانشي در چارچوب اويلري مي

گرانشي بر واحد حجم از طريق گراديان انرژي  باشد. به عبارتي طبق قوانين حركت ديناميك نيروياز سطح زمين مي

  آيد. بنابراين خواهيم داشت:پتانسيلي به دست مي

                                                           
2Material Derivative 
3Surface Force 
4Body Force 
5Dynamic Force 
6Gravitation 
7Magnetic 
8Gravitational Force 
9Magnetic Force 
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)12-5(  F+����� 
 3'E5 
 3'�ρgh� 

  كه در اين رابطه:

E5 
 ρgh  انرژي	پتانسيل	بر	حجم	واحد	 ∶

g: 10شتاب ثقل  

h:	 	ارتفاع از سطح زمين
	آيد:پس نيروي گرانشي كل سيستم به صورت ذيل به دست مي

)13-5(  F+����� 
 � F+�����dV�& 
 3� ρg'h	dV�&  

شود كه نيروي گرانشي يك كميت برداري است كه بر حسب گراديان فاصله از سطح زمين جا ملاحظه ميدر اين

  آيد.(كميت برداري) به دست مي

  . تنسور تنش و نيروهاي سطحي2-2 ١.٢

و نيروهاي  11وهاي ويسكوزباشد كه شامل دو بخش است: نيرهاي سيال مينيروهاي سطحي ناشي از اصطكاك لايه

باشد. اگر دائمي سيال مي 13هاي عمودي و برشي در اثر تغيير شكل. به عبارتي منشأ نيروهاي سطحي از تنش12فشاري

سيالي در حالت سكون يا ايستا باشد نيروهاي ناشي از تنش ناپديد شده و تنها نيروي حاكم بر سيال در حالت سكون 

  باشد.ي سيال مينيروهاي ناشي از فشار استاتيك

در حركت سيال پرداخته شود. همان گونه كه در  14هابراي به دست آوردن نيروهاي سطحي، ابتدا لازم است كه به تنش

جايي كه اعمال نيروي دهد و تا آنفصل اول توضيح داده شد، سيالي كه تحت نيروي ديناميكي قرار گيرد تغيير شكل مي

شكل سيال پيوسته خواهد بود. تغيير شكل به عبارتي مقاومت سيال در برابر نيروهاي ديناميكي ادامه پيدا كند، تغيير 

                                                           
10Gravitational Acceleration 
11Viscose 
12Pressure 
13Deformation 
14Stress 
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باشد. اثرات نيروهاي سطحي بر سطوح سيال يا مرزهاي جامد هاي سيال ميديناميكي ناشي از نيروهاي سطحي مابين لايه

  )):4-1ر نظر بگيريد، (شكل (شوند. يك المان سطحي از سيال را دهاي برشي و عمودي نشان داده ميبه صورت تنش

  

  

  

  

  : نيروهاي سطحي در حجم كنترل5-1شكل 

) Aδبردار نيروهاي سطحي بر واحد حجم بوده كه در المان سطحي ( ��Fشود، ) مشاهده مي5-1گونه كه در شكل (همان

  باشد. بردار واحد خروجي از المان سطحي مي ��nنمايد و عمل مي

  

  

  

  

  

  

  : تجزيه برداري نيروي سطحي به دو بردار عمودي و برشي5-2شكل 

نيروي  �����F) به دو نيروي عمودي و برشي تجزيه نماييم، به طوري كه 5-2حال اگر بردار نيروي سطحي را مطابق شكل (

  را به صورت ذيل تعريف كرد: 16و  عمودي 15هاي برشينيروي عمودي سطحي باشد مي توان تنش �����>Fبرشي سطحي و 

  

                                                           
15Shear Stress 
16Normal Stress 

,� =�� 
  )δA( المان سطحي

  )AC( مرز حجم كنترل

,������ 
 

,/���� 

,>���� 
δA 
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�→lim@A  تنش برشي:  |F�|δA  

�→lim@A  تنش عمودي:  |F<|δA  

-نهايت صفحه عبور مياند. البته از يك نقطه بيهاي عمودي و برشي در يك نقطه تعريف شدهشود كه تنشملاحظه مي

توان تنش در يك نقطه را به شكل گردد. پس به طور كلي مييد كه هر صفحه با بردار واحد خروجي آن توصيف مينما

  ذيل نشان داد:

)14-5(  lim@A→� E F��δAF 
 A����<���� 
نهايت باشد، زيرا در يك نقطه بيباشد، ليكن اين معادله مستقيماً قابل استفاده نمي) نمايش بردار تنش مي5-14معادله (

جا براي عملي كردن محاسبه تنش نمايد. در ايننهايت صفحه عبور ميداريم. در حقيقت از يك نقطه بي ��nبردار واحد 

) به 5-14دهيم. بنابراين بردار تنش يعني معادله (فقط سه صفحه عمود بر هم را در سيستم دكارتي مورد بررسي قرار مي

  شود:صورت ذيل نوشته مي

)15-5(  �G→�<����H <G �G→#IJ����$  

دهد. هاي تنش در دستگاه مختصات نشان مي) بردار تنش را در يك نقطه در توده سيال و بر حسب مؤلفه5-15معادله (

  ) براي نمايش تنش مناسب نيست، لذا تنش را به صورت ذيل نمايش مي دهيم:5-15شكل معادله (

�G→#IK$≡ LGK (نمايش تنش) )16-5(  
 : i  باشدكه بر المان سطح عمود ميجهت بردار واحد در دستگاه مختصات 

 : j  جهت نيروي وارده بر المان سطح در دستگاه مختصات
) براي بردار 4-15) يك تنسور درجه دوم است. پس معادله (5-16در قسمت هاي بعدي نشان خواهيم داد كه معادله (

  شود:با بردار واحد خروجي به صورت ذيل نوشته مي 17تنش سطحي

                                                           
17Surface Stress Tensor 
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)17-5(  t��<���� 
 nNσN� ! nPσP� ! nQσQ�       i=1,2,3 
دهد كه در هر نقطه در سيال سه مؤلفه نيروهاي ) نشان مي5-17باشند. معادله (هاي بردار واحد ميمؤلفه nQوnN،nPكه 

وجود دارد كه هر كدام از اين نيروهاي سطحي بر حسب سه مؤلفه تنش نوشته  �>�tQو�>�tN�<� ،tPسطحي به صورت 

باشد. بنابراين هاي نيروهاي سطحي، برشي بوده و سومي عمودي ميشود كه دو تا از مؤلفهيشوند. از طرفي ملاحظه ممي

سازد آيند. مجموعه نه مؤلفه تنش يك آرايه ميهاي نيروهاي سطحي بر حسب نه مؤلفه تنش به دست ميمجموعه مؤلفه

  ذيل نمايش داد: توان به صورتشود. پس تنسور تنش را ميكه به اين آرايه تنسور تنش گفته مي

)18-5(  σ = σ�" = RσNN σNP σNQσPN σPP σPQσQN σQP σQQS 
را  O) سه صفحه عمود بر هم در نقطه 5-3براي فهميدن اهميت فيزيكي نه مؤلفه تنش از تنسور تنش مطابق شكل (

هر هاي تنش نشان دهيم، مرلفه FQو  FN ،FPرا به صورت  ��Fهاي بردار نيروي سطحي ملاحظه نماييد.حال اگر مؤلفه

  شود:كدام از نيروها در سه صفحه عمود بر هم به صورت ذيل نوشته مي

FQ: σQN, σQP, σQQ FP: σPN, σPP, σPQ FN: σNN, σPN, σQN 

  

  

  

 
 
 
  

  

  در سه صفحه عمود بر هم OOOO: توصيف نيروهاي سطحي در نقطه 5-3شكل 

 (بردارنيروي سطح)�,

z(x3) 

x (x1) 

y(x2) 

O 
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) 5-4نمايد از سه تنش به صورت ذيل (شكل عمل مي xكه در جهت  FNبنابراين به عنوان مثال مؤلفه نيروي سطحي 

  شود:ناشي مي

  

  

  

  xxxx: مولفه هاي تنش بردار نيرو در جهت 5-4شكل 

) توصيف 5-4توان مطابق شكل (را نيز مي FQو  FPهاي نيروهاي سطحي مؤلفهها براي هاي تنشبه همين ترتيب مؤلفه

هاي شود. براي نمونه مؤلفه) استفاده مي5-5نمود. معمولا براي نمايش تنسور تنش از يك المان مكعبي مطابق شكل (

  در اين شكل نشان داده شده است. xتنش در جهت نيروي 

هاي ديگر دستگاه مختصات نشان داد. از طرف ديگر با استفاده از تنش را در جهتهاي توان مؤلفهبه همين ترتيب مي

  توان نوشت:توان نتيجه گرفت كه تنسور تنش متقارن است. پس ميمي 18اياصل بقاي مومنتوم زاويه

  

  

  

  

  xxxx1111: المان مكعبي براي نمايش مولفه هاي تنش در جهت 5-5شكل 

)19-5(  σ�" 
 σ"� 
  ) در نظر بگيريد:5-6براي روشن شدن تنسور تنش مثال حركت برشي ساده را مطابق شكل (

  

                                                           
18Angular Momentum 

σ21 
σ11 σ31 

x3 

x2 

x1 

σ11 

σ31 

σ21 

x3 
x2 

x1 
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  : حركت برشي ساده5-6شكل 

  شود:به صورت ذيل نوشته مي شود كه تنها تنش برشي در اين حركت سيالملاحظه مي

)20-5(  σ 
 σPN 
 σNP 
 FUA  
��Fمؤلفه نيروي برشي يعني  FUكه  
 FU باشد و ميA هاي تنسور تنش باشد. ساير مؤلفهمساحت سطح تماس با سيال مي

  صفر خواهد بود. يعني:

)21-5(  σNQ 
 σQN 
 σPQ 
 σQP 
 0 
  شود:ميبنابراين، تنسور تنش كل در يك جريان برشي به صورت ذيل نوشته 

)22-5(  σ�" 
 RσNN σ 0σ σPP 00 0 σQQS 
  

  . نيروهاي سطحي بر حسب تنسور تنش3

شود. نشان داده مي ����>��tگردد كه نيروهاي سطحي بر واحد سطح به صورت ) ملاحظه مي5-15با استفاده از معادله (

  شود:بنابراين كل نيروهاي سطحي براي حجم كنترل به صورت ذيل نوشته مي

)23-5(  F����� 
 � t��<����dAA&  

) 5-15دارد. از طرفي در معادله ( ��nبستگي به جهت بردار واحد عمودي  ����>��tباشد و مساحت حجم كنترل مي AVكه 

  نيروهاي سطحي بر حسب جهت بردارهاي واحد در دستگاه دكارتي نوشته شد و نشان داده شد كه:

)24-5(  tW�����<���� 
 n�σ�W 
 σ���. n�� 

,� 

y 

x 
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در تنسور تنش نوشته شده است. بنابراين معادله  ��n) نيروهاي كل سطحي بر حسب ضرب بردار واحد 5-24كه در معادله (

  شود:) به صورت ذيل نوشته مي5-24) با استفاده از معادله (23-5(

)25-5(  F����� 
 � �σ��� ∙ n���dAA&  
  تبديل نموده، خواهيم داشت:حال با استفاده از قضيه ديورژانس گوس انتگرال سطحي را به انتگرال حجمي 

)26-5(  F����� 
 � �σ��� ∙ n���dA 
 � #' ∙ σ$dV�&A&  
    19. معادله حركت مومنتوم4
در بخش قبل معادله حركت لاگرانژي سيال و تجزيه نيروهاي ديناميكي حاكم بر حركت سيال مورد بررسي قرار  

  د:شو) معادله حركت به صورت ذيل نوشته مي5-10) و (5-9گرفت. بنابراين از تركيب معادلات (

)27-5(  � ρ Dv�Dt dV�& 
 F�,+ ! F�,� 
  شكل برداري اين معادله به صورت ذيل است:

)28-5(  � ρ Dv��Dt dV�& 
 F+����� ! F����� 
  ) خواهيم داشت:5-28) در معادله (5-26) و (5-13با جاگذاري براي نيروهاي جرمي و سطحي از معادلات (

)29-5(  � ρ Dv��Dt dV�& 
 3 � ρg'hdV ! � #' ∙ σ$dV�&�&  
توان باشد، مي) مقدار معيني ميVYكه حد انتگرال (طرف چپ و با توجه به اين هاي طرف راست بهبا جابجايي عبارت

  ) بدست آورد:5-29معادله ذيل را از معادله (

)30-5(  ρ Dv��Dt 
 3ρg'h ! ' ∙ σ 
  شود:) به صورت ذيل نوشته مي5-30شكل انديسي معادله (

)31-5(  ρ Dv�Dt 
 3ρg ∂h∂x� ! ∂∂x" #σ"�$ 
                                                           

19Momentum Equation 
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  شود.گفته مي 20حركت كوشي) معادله 5-31) و (5-30به معادلات (

جا تعداد شود با سه مؤلفه سرعت، سه معادله حركت خواهيم داشت. به عبارتي در اينگونه كه ملاحظه ميهمان

,vUمجهولات به صورت سه مؤلفه سرعت ( v�, vZ و نه مؤلفه تنسور تنش است و مجموعا دوازده مجهول خواهيم (

  داشت.

بود از سه معادله حركت و يك معادله پيوستگي كه مجموعا چهار معادله موجود مي ليكن تعداد معادلات عبارت خواهد 

باشد. پس تنها باشد. بنابراين در اين حالت حل سيستم با توجه به عدم برابري تعداد مجهولات و معادلات غير ممكن مي

د. قبل از پرداختن به اين باشهاي سرعت ميهاي تنسور تنش بر حسب مؤلفهروش حل اين مسئله بيان كردن مؤلفه

  موضوع لازم است تنسور تنش را مورد بررسي قرار داده و ماهيت آن را بشناسيم.

شود كه سيال در حالت سكون بوده، به طوري كه تحت هيچ گونه تنش برشي و يا تغيير شكل ابتدا به حالتي پرداخته مي

  به صورت ذيل نوشت: 21ييتوان تنسور تنش را براي سيال ايستاقرار نداشته باشد. مي

)32-5(  σ�" 
 R3P 0 00 3P 00 0 3PS 
هاي عمودي يا قطري تنسور تنش خودش را به صورت فشار ايزوتروپيك شود كه در سيال ايستايي تنها مؤلفهملاحظه مي

  دهد. علامت منفي براي مثبت كردن فشار است كه در اينجا فشار از نوع كمپرسي بوده كه علامتش منفي است.نشان مي

حال سيالي را در نظر بگيريد كه درابتدا درحالت ايستا بوده و تحت نيروي ديناميكي قرار بگيرد. در اين حالت نيروهاي 

شوند. به طوري كه تنسور ديناميكي باعث تغيير شكل سيال شده و به صورت تنش برشي بر فشار استاتيكي سيال اضافه مي

  شود:كل ذيل نوشته ميتنش كل براي حركت سيال به صورت برداري به ش

)33-5(  σ 
 τ 3 PI 

 :σ  22تنسور تنش كل
                                                           

20Cauchy 
21Static Fluid 
22Total Stress Tensor 
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 :τ  23تنسور تنش ويسكوز
 :I  24تنسور واحد

  شود:) باز شده، به صورت ذيل نوشته مي5-33تنسور تنش كل يعني معادله (

)34-5(  σ�" 
 3Pδ�" ! τ�" 
 R3P ! τNN τNP τNQτPN 3P ! τPP τPQτQN τQP 3P ! τQQS 
  شود كه به صورت ذيل تعريف شده است:گفته مي 25دلتاي كرونكر "�δ) 5-34كه در معادله (

)35-5(  δ�" 
 E  1                   i 
 j0                   i ^ j 
شود. پس در حالتي كه نيز اطلاق مي 27يا تنسور تنش دياديك 26، به عنوان تنسور تنش اضافيτتنسور تنش ويسكوز، 

τ 
 ) 5-33باشد، سيال در حالت ايستا بوده و فقط فشار استاتيكي بر آن حاكم خواهد بود. حال با جا گذاري معادله ( 0

  آيد:)، معادله حركت به صورت ذيل در مي5-30در معادله حركت (

)36-5(  ρ Dv��Dt 
 3ρg'h 3 'P ! ' ∙ τ 
كه به صورت سه معادله در دستگاه مختصات شود، ) معادله حركت و يا معادله مومنتوم سيالات ناميده مي5-36معادله (

  شود:دكارتي نشان داده مي

)37-5(  ρ DvUDt 
 3ρg ∂h∂x 3 ∂P∂x ! ∂τUU∂x ! ∂τU�∂x ! ∂τUZ∂x  
)38-5(  ρ Dv�Dt 
 3ρg ∂h∂y 3 ∂P∂y ! ∂τ�U∂y ! ∂τ��∂y ! ∂τ�Z∂y  
)39-5(  ρ DvZDt 
 3ρg ∂h∂z 3 ∂P∂z ! ∂τZU∂z ! ∂τZ�∂z ! ∂τZZ∂z  

باشد كه به سه بوده و تعداد متغيرهاي تنسور تنش ويسكوز، نه مي اين معادلات نشان مي دهد كه تعداد متغيرهاي سرعت

  شود:صورت ذيل نشان داده مي

                                                           
23Viscose Stress Tensor 
24Unit Tensor 
25Kronecker Delta 
26Extera Stress 
27Dyadic Stress Tensor 
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)40-5(  τ 
 RτUU τU� τUZτ�U τ�� τ�ZτZU τZ� τZZS 
) نشان داده شده است. از طرفي قبلا نشان داده شد كه مشتق ماده براي سرعت در 5-6نه تنسور تنش كل در شكل (

  شود:ذيل نوشته ميسيالات غير قابل تراكم به صورت 

)41-5(  ρ Dv��Dt 
 D�ρv���Dt 
 ∂�ρv���∂t ! v�� ∙ '�ρv��� 
  

  

  

     
  

  : مولفه هاي نه گانه تنسور تنش5-6شكل 

به  "معادله حركت") 5-36) و جاگذاري آن در معادله (5-41(با جابجايي مناسب عبارت دوم در سمت راست معادله 

 شود:صورت ذيل نوشته مي
)42-5(  

∂∂t ρv��_N

 3ρg'hàbacP 3'P_Q 3' ∙ ρv��v��àbacd ! ' ∙ τ_e  

  كه ترم هاي موجود در اين معادله عبارتند از:

 1: نرخ افزايش مومنتوم در حجم كنترل بر واحد حجم
 2: نيروي گرانشي سيال در حجم كنترل بر واحد حجم

τyx 

σyy 

τyz 

 

τzx 

τzy 

σzz 

 

σxx 

τxy 

τxz 

 
x 

z 

y 
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 3: نيروي فشار ديناميكي سيال بر واحد حجم
 4: شار نرخ افزايش مومنتوم با جابجايي كل جريان در عبور از سطح بر واحد حجم

 5: نيروي ويسكوز سيال يا نرخ افزايش مومنتوم با حركت نفوذي مولكول ها
    28. معادله ساختاري رئولوژيكي5

معادله حركت بيشتر از تعداد معادلات حركت و پيوستگي است. بنابراين در قسمت قبل اشاره شد كه تعداد مجهولات در 

هاي سرعت نوشته شود. در اين حالت لازم است توضيح لازم است كه مولفه هاي تنسور تنش ويسكوز بر حسب مولفه

باط دارد. به داده شود كه تنش ويسكوز چگونه با نفوذ مولكولي كه ناشي از تغييرات سرعت در لايه هاي سيال است ارت

  طور كلي سيالي كه تحت نيروي ديناميكي قرار گيرد به سه صورت در سيال حركت ايجاد مي كند كه عبارتند از:

  حركت تغيير شكلي. -3حركت چرخشي،  -2حركت جابجايي،  -1

تغييرات هاي مذكور تعلق دارد؟ هاي ويسكوز به كدام گونه از حركتحال سؤالي كه مطرح مي شود اين است كه تنش

كنيم. اگر گراديان بردار سرعت را به صورت ذيل تجزيه ) توصيف مي��v'در حركت سيال را با گراديان بردار سرعت (

  نماييم خواهيم داشت:

)43-5( 'v�� 
 12 �'v�� ! 'v��h� ! 12 �'v�� 3 'v��h� 
-مي ) به صورت انديسي به صورت ذيل نوشته5-43چنين معادله (باشد. هممي ��v'ترانهاده  v��h'بايد توجه داشت كه 

  شود:

)44-5( ∂v�∂x" 
 12 i∂v�∂x" ! ∂v"∂x�j ! 12 i∂v�∂x" 3 ∂v"∂x�j 
) به صورت 5-44باشند. حال دو تنسور در معادله (هر كدام يك تنسور درجه دو مي v��h'و  ��v'گردد كه ملاحظه مي

  گردد:ذيل تعريف مي

                                                           
28Rheological Constitutive Equation 
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)45-5( ∆�"
 ∂v�∂x" ! ∂v"∂x� 
)46-5( Ω�" 
 ∂v�∂x" 3 ∂v"∂x� Ω�": 29چرخشي ;             تنسور           ∆�": 30شكل           تنسور تغيير 

  شود:هاي تنسور تغيير شكل يا تنسور نرخ كرنش به صورت ذيل نشان داده ميجا مؤلفهدر اين

)47-5(  ∆�"=
m
nnn
o 2 ∂vU∂x      ∂vU∂y ! ∂v�∂x         ∂vU∂z ! ∂vZ∂x∂v�∂x ! ∂vU∂y 2 ∂v�∂y        ∂v�∂z ! ∂vZ∂y∂vZ∂x ! ∂vU∂z      ∂vZ∂y ! ∂v�∂z      2 ∂vZ∂z p

qqq
r 

  شود:باشد. تنسور چرخشي نيز به صورت ذيل نشان داده ميشود كه تنسور نرخ كرنش يك تنسور متقارن ميملاحظه مي

)48-5(  Ω�" =
m
nnn
o 0 ∂vU∂y 3 ∂v�∂x   ∂vU∂z 3 ∂vZ∂x∂v�∂x 3 ∂vU∂y  0  ∂v�∂z 3 ∂vZ∂y∂vZ∂x 3 ∂vU∂z   ∂vZ∂y 3 ∂v�∂z 0 p

qqq
r

 

  . شود كه تنسور چرخشي يك تنسور غير متقارن استملاحظه مي

اي معادله ساختاري پردازيم. به چنين رابطهحال به رابطه ما بين تنسور تنش ويسكوز و تنسور تغيير شكل (نرخ كرنش) مي

  شود:شود و به صورت ذيل نوشته ميرئولوژيكي گفته مي

)49-5( τ�t� = Fs∆�t�t 
=∆شود. در اين حالت اگر گفته مي 31اي تابع تنسوريبه چنين رابطه τباشد،  0 =  بيان )5-49خواهد بود. معادله ( 0

باشند. در يك دسته بندي مي نمايد كه معادله ساختاري به نوع سيال بستگي دارد. از طرفي سيالات داراي بازه وسيعي مي

                                                           
29Rotation Tensor 
30Rate of Deformation Tensor 
31Functional 
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باشند. معادله ساختاري براي سيالات نيوتني به صورت ذيل مي 33و گروهي ديگر غير نيوتني 32گروهي از سيالات نيوتني

  د:شونوشته مي

)50-5( τ�" 
 μ i∂v�∂x" ! ∂v"∂x�j 
هاي تنسور باشد. بنابراين مؤلفهويسكوزيته (گرانروي) نيوتني است كه براي سيالات نيوتني تابعي از دما و فشار مي  µ كه

  توان به صورت ذيل نوشت:هاي برشي را ميتنش ويسكوز در حالت

)51-5( 
τU� 
 τ�U 
 μ i∂vU∂y ! ∂v�∂x j 
τ�Z 
 τZ� 
 μ i∂v�∂z ! ∂vZ∂y j 
τZU 
 τUZ 
 μ w∂vZ∂x ! ∂vU∂z x 

انـد. يــك قسـمت مربـوط بــه فشـار ســيال     هــاي عمـودي بايـد توجــه داشـت كــه از دو قسـمت تشـكيل شــده     بـراي تـنش  

-نمايـد و قسـمت ديگـر ناشـي از نيروهـاي ويسـكوز سـيال اسـت. پـس مؤلفـه          عمـل مـي   34است كه بـه صـورت فشـاري   

كــه ســيال غيرتراكمــي اســت، بــا حــالتيشــود. بايــد توجــه داشــت در هــاي تــنش عمــودي بــه صــورت ذيــل نوشــته مــي

.'�استفاده از معادله پيوستگي، v�� 
   مي باشد. �0

                                                           
32Newtonian 
33Non-Newtonian 
34Compression 
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)52-5( 
τUU 
 2μ ∂vU∂x 3 23 μ'. v 
τ�� 
 2μ ∂v�∂y 3 23 μ'. v 

τZZ 
 2μ ∂vZ∂z 3 23 μ'. v 
هاي تنسور تنش ويسكوز بر حسب گراديان سرعت نوشته مي شوند. به طوري كه شود كه تمام مؤلفهبنابراين ملاحظه مي

استوكس به دست مي آيد. در بخش بعدي به دست  -اين تنسور در معادله حركت (مومنتوم) معادله ناوير با جاگذاري

  استوكس توضيح داده خواهد شد. -آوردن معادله ناوير

-را به عنوان مثال ارائه مي 35هاي ويسكوز و معادله ساختاري جريان ساده برشيجا براي روشن شدن و فهم تنشدر اين

  دهيم.

  

  

  

    xxxx: جريان ساده برشي ناشي از صفحه متحرك در جهت5-7شكل 
خواهد بود. و نيز تنسور تنش ويسكوز به صورت ذيل  xمطابق شكل در اين جريان حركت صفحه متحرك در جهت 

  شود:نوشته مي

)53-5( yz{ 
 R 0 y|} 0y}| 0 00 0 0S 

ها را مي توان جا بجا نمود همان گونه كه در نمايش تانسور ها در مي باشد، جاي آن�y|}HyU بايد توجه داشت چون 

  شود:اين فصل انجام گرديد. از طرفي تنسور نرخ كرنش به صورت ذيل نوشته مي

                                                           
35Simple Shear Flow 
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)54-5( ∆�"

m
no 0 ∂vU∂y 0∂v�∂x 0 00 0 0p

qr 

vUجا در اين 
 v وv� 
 vZ 
 توان به صورت نرخ كرنش را ميگونه كه در فصل اول اشاره شد، باشد. همانمي 0

  ذيل نوشت:

)55-5( γ� 
 dvUdy 
 VH 
  شود.) نوشته مي5-51پس معادله ساختاري سيال نيوتني به صورت ذيل با استفاده از معادله (

)56-5( τ�U 
 τU� 
 τ 
 μγ�  
جا كه در اين

����U 
  خواهد بود. 0
  36استوكس -. معادله ناوير6

توان معادلات ساختاري سيالات نيوتني و نيز با فرض غير قابل تراكم بودن سيال ميدر اين قسمت با استفاده از قانون 

توان معادله حركت سيالات نيوتني ) مي5-36) در معادله (5-50حركت سيال را به دست آورد. پس با جاگذاري معادله (

  غير قابل تراكم را به صورت ذيل به دست آورد:

)57-5( ρ Dv�Dt 
 3ρg ∂h∂x� 3 ∂P∂x� ! ∂∂x" �μ i∂v�∂x" ! ∂v"∂x�j%`aaaabaaaac
عبارت ويسكوز

 
  شوند:هاي ويسكوز به صورت ذيل جابجا و ساده ميكه با مشتق گيري عبارت

μ :عبارت ويسكوز
��
���
�

���G�UK� ! ���K�UK �UGb̀c
���Gw��K��Gx��

���
� 

                                                           
36Navier-Stokes Equation 

  بر اساس معادله پيوستگي، اين ترم صفر است
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  ) خواهيم داشت:5-57گذاري عبارت بالا در معادله (پس با جاي

)58-5( ρ Dv�Dt 
 3ρg ∂h∂x� 3 ∂P∂x� ! μ ∂Pv�∂x"P  
  ) به صورت ذيل مي باشد:5-58شكل برداري معادله (

)59-5( ρ Dv��Dt 
 3ρg'h 3 'P ! μ'Pv�� 
) را براي سه مؤلفه 5-58گردد. هم اكنون اگر معادله (استوكس اطلاق مي -) معادله ناوير5-59) و (5-58به معادلات (

  سرعت نوشته و آن را باز نماييم، خواهيم داشت:

)60-5(  

ρ DvUDt 
 3ρg ∂h∂x 3 ∂P∂x ! μ i∂PvU∂xP ! ∂PvU∂yP ! ∂PvU∂zP j 

ρ Dv�Dt 
 3ρg ∂h∂y 3 ∂P∂y ! μ i∂Pv�∂xP ! ∂Pv�∂yP ! ∂Pv�∂zP j 

ρ DvZDt 
 3ρg ∂h∂z 3 ∂P∂z ! μ i∂PvZ∂xP ! ∂PvZ∂yP ! ∂PvZ∂zP j 
،  t,x,y,z)(vxشود كه تعداد مجهولات چهار بوده و به صورت استوكس مشخص مي -با بررسي معادلات ناوير

)t,x,y,z(vy  ،vz(t,x,y,z)  وP(t,x,y,z) گردد كه باشند. بنابراين با منظور كردن معادله پيوستگي ملاحظه ميمي

توان با استفاده از حساب ديفرانسيل معادلات مذكور را حل نمود و باشد. پس اكنون ميتعداد كل معادلات نيز چهار مي

 حل معادلات مورد بررسي قرار خواهد گرفت. توابع ميداني سرعت و فشار را محاسبه نمود. در فصل بعد چگونگي

اند. اي و كروي ارائه شدهاستوكس نيز در سه دستگاه مختصات دكارتي، استوانه -همانند معادله پيوستگي، معادلات ناوير

ي، توان معادلات مذكور را در هر سه سيستم دكارتبنابراين با استفاده از تبديل متغيرها (كه در فصل سوم بيان شد) مي

  اي و كروي به صورت جداول ذيل نوشت:استوانه
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  استوكس در مختصات دكارتي -: معادلات ناوير5-1جدول 

ρ w∂vU∂t ! vU ∂vU∂x ! v� ∂vU∂y ! vZ ∂vU∂z x 
 3 ∂P∂x 3 ρg ∂h∂x ! μ i∂PvU∂xP ! ∂PvU∂yP ! ∂PvU∂zP j 

ρ i∂v�∂t ! vU ∂v�∂x ! v� ∂v�∂y ! vZ ∂v�∂z j 
 3 ∂P∂y 3 ρg ∂h∂y ! μ i∂Pv�∂xP ! ∂Pv�∂yP ! ∂Pv�∂zP j 

ρ w∂vZ∂t ! vU ∂vZ∂x ! v� ∂vZ∂y ! vZ ∂vZ∂z x 
 3 ∂P∂z 3 ρg ∂h∂z ! μ i∂PvZ∂xP ! ∂PvZ∂yP ! ∂PvZ∂zP j 
  : مولفه هاي تنش ويسكوز در مختصات استوانه اي5-2جدول 

  هاي تنش ويسكوز در مختصات كروي: مؤلفه5-3جدول 

τ�� 
 τ�� 
 μ wr ∂∂r �v�r  ! 1r ∂v�∂θ x 
τ�� 
 τ�� 
 μ wsin θr ∂∂θ � vφsin θ ! 1r sin θ ∂v�∂φ x 

τ�� 
 τ�� 
 μ R 1r sin θ ∂v�∂φ ! r ∂∂r �v�r S 
σ�� 
 3P ! 2μ ∂v�∂r 3 23 μ' ∙ v�� 

σ�� 
 3P ! 2μ w1r ∂v�∂θ ! v�r x 3 23 μ' ∙ v�� 
  

   

τ�� 
 τ�� 
 μ wr ∂∂r �v�r  ! 1r ∂v�∂θ x 
τ�Z 
 τZ� 
 μ w∂v�∂z ! 1r ∂vZ∂θ x 

τ�Z 
 τZ� 
 μ w∂vZ∂r ! ∂v�∂z x 
σ�� 
 3P ! 2μ ∂v�∂r 3 23 μ' ∙ v�� 

σ�� 
 3P ! 2μ w1r ∂v�∂θ ! v�r x 3 23 μ' ∙ v�� 
σZZ 
 3P ! 2μ ∂vZ∂z 3 23 μ' ∙ v�� 
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    اياستوانه: معادلات حركت بر حسب تنسور تنش ويسكوز در دستگاه مختصات 5-4جدول 
ρ i∂v�∂t ! v� ∂v�∂r ! v�r ∂v�∂θ ! vZ ∂v�∂z 3 v�Pr j 
 3 ∂P∂r 3 �1r ∂�rτ���∂r ! 1r ∂τ��∂θ 3 τ��r ! ∂τZ�∂z % ! ρg� 

ρ w∂v�∂t ! v� ∂v�∂r ! v�r ∂v�∂θ ! vZ ∂v�∂z ! v�v�r x

 3 1r ∂P∂θ 3 � 1rP ∂�rPτ���∂r ! 1r ∂τ��∂θ ! ∂τ�Z∂z ! τ�� 3 τ��r % ! ρg� 

ρ w∂vZ∂t ! v� ∂vZ∂r ! v�r ∂vZ∂θ ! vZ ∂vZ∂z x 
 3 ∂P∂z 3 �1r ∂∂r �rτ�Z� ! 1r ∂∂θ τ�Z ! ∂∂z τZZ� ! ρgZ 
σ�� 
 3P ! 2μ i 1r sin θ ∂v�∂φ ! v�r ! v� cot θr j 3 23 μ' ∙ v�� 
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  : معادلات حركت بر حسب تنسور تنش ويسكوز در دستگاه مختصات كروي5-5جدول 

ρ i∂v�∂t ! v� ∂v�∂r ! v�r ∂v�∂θ ! v�r sin θ ∂v�∂φ 3 v�P ! v�Pr j

 3 ∂P∂r 3 1rP ∂∂r �rPτ��� ! 1r sin θ ∂�τ�� sin θ�∂θ ! 1r sin θ ∂τ��∂φ 3 τ�� ! τ��r ! ρg� 

ρ i∂v�∂t ! v� ∂v�∂r ! v�r ∂v�∂θ ! v�r sin θ ∂v�∂φ ! v�v�r 3 v�P cot θr j

 3 1r ∂P∂θ 3 1rQ ∂∂r �rQτ��� ! 1r sin θ ∂∂θ �τ�� sin θ� ! 1r sin θ ∂τ��∂φ ! τ�� 3 τ��r
3 cot θr τ�� ! ρg� 

 
ρ i∂v�∂t ! v� ∂v�∂r ! v�r ∂v�∂θ ! v�r sin θ ∂v�∂φ ! v�v�r ! v�v� cot θr j


 3 1r sin θ ∂P∂φ
3 w 1rQ ∂∂r #rQτ��$ ! 1r sin θ ∂∂θ #τ�� sin θ$ ! 1r sin θ ∂∂φ τ�� ! τ�� 3 τ��r
! τ��cot θr ! ρg�x 
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  38و سيال غير چرخشي 37گردابش.7

)  4.48هاي اين تنسور مطابق ماتريس (يك تنسور چرخشي است و مؤلفه Ωدر بخش قبل توضيح داده شد كه تنسور 

پردازيم. گردابش يا چرخشي بودن يك سيال بستگي به نشان داده شد. حال به تعريف گردابش و سيال غير چرخشي مي

-با سرعت زاويه zحول محور  P) فرض نماييم كه المان سيال در نقطه 5-10سيال دارد. مطابق شكل ( 39ايزاويهسرعت 

 چرخد.مي ωاي 
 
  

  

  

  zحول محور  P: حركت چرخشي المان سيال در نقطه 10-5

-طرفي مؤلفهباشد. از مي rωاي بوده و مقدار آن مماس بر سرعت زاويه 40شود، سرعت خطيهمان گونه كه ملاحظه مي

 شوند:) به صورت ذيل نوشته مي5-10مطابق شكل ( �vو  vUهاي سرعت خطي به صورت 
)61-5( vU 
 3rω sin θ 
 3rω yr 
 3yω 

v� 
 !rω cos θ 
 rω xr 
 3xω 
  توان نوشت:) مي5-61هاي (گيري از رابطهبا مشتق

)62-5( ω 
 3 ∂vU∂y  
ω 
 ∂v�∂x  

  ) خواهد بود و بنابراين خواهيم داشت:5-62متوسط روابط ( zاي سيال حول محور پس سرعت زاويه

                                                           
37Vorticity 
38Irrotationality 
39Angular Velocity 
40Linear Velocity 

vx 

P 

θ 

vy 

y 

rω 

x 
θ 
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)63-5( ωZ = 12 i∂v�∂x 3 ∂vU∂y j 
 شوند:نيز به صورت ذيل نوشته مي zو  xاي حول محورهاي به همين ترتيب سرعت زاويه

)64-5( ωU = 12 i∂vZ∂y 3 ∂v�∂z j 
)65-5( ω� = 1 2 w∂vU∂z 3 ∂vZ∂x x 

  سرعت را به صورت ذيل بنويسيم:پردازيم. اگر كرل بردار حال به تعريف گردابش مي

)66-5( ' � v�� 
 ��eN���� eP���� eQ����∂∂x ∂∂y ∂∂zvU v� vZ�� 
 i∂vZ∂y 3 ∂v�∂z j eN���� 3 w∂vZ∂x 3 ∂vU∂z x eP���� ! i∂v�∂x 3 ∂vU∂y j eQ���� 

�ξشود كه كرل بردار سرعت برداري است كه آن را به صورت ملاحظه مي 
 ' � v�� دهيم. همان گونه كه در نشان مي

-اي سيال حول محورهاي مختصات ميهاي زاويهدو برابر سرعت �ξهاي بردار شود، مؤلفه) ملاحظه مي5-66معادله (

گويند. )، سيال را غير چرخشي مي�ξ=0گويند. حال اگر گردابش برابر صفر باشد (مي 41را بردار گردابش �ξباشند. بردار 

ير چرخشي گويند كه كرل بردار سرعت آن صفر باشد. به بيان ديگر در هر سيال غبه عبارتي به سيالي غير چرخشي مي

هاي بردار گردابش به صورت ) مؤلفه5-66برابر با صفر خواهد بود. با توجه به معادله ( 42اي يا نرخ چرخشسرعت زاويه

 شوند:ذيل نوشته مي

)67-5( 
ξU 
 ∂vZ∂y 3 ∂v�∂z  
ξ� 
 ∂vU∂z 3 ∂vZ∂x  
ξZ 
 ∂v�∂x 3 ∂vU∂y  

  باشند.مي Ωهاي تنسور چرخشي ) مؤلفه5-67روابط (

  

                                                           
41Vorticity Vector 
42Rate of Rotation 

99



 

 26

  بندي). خلاصه(جمع 8

باشد.نيروهاي جرمي از دو نوع شار مومنتوم حاصل ضرب دياديك دو بردار سرعت بوده و يك كميت تنسوري مي

نيروهاي گرانشي و نيروهاي مغناطيسي تشكيل شده است. طبق قوانين حركت ديناميك نيروي گرانش بر واحد حجم از 

-مواقع در حركت سيال از نيروهاي مغناطيسي صرف نظر ميآيد.در بسياري از طريق گراديان انرژي پتانسيلي به دست مي

-هاي برشي و عمودي نشان داده ميشود.اثرات نيروهاي سطحي بر سطوح سيال يا مرزهاي جامد به صورت تنش

آيند كه آرايه حاصل از آن را تنسور تنش هاي نيروهاي سطحي بر حسب نه مؤلفه تنش به دست ميشوند.مجموعه مؤلفه

هاي تنسور تنش ويسكوز بر حسب گراديان سرعت مي تواند بيان شود.تنها نيروي حاكم بر سيال در مؤلفه گويند.تمام

باشد.گردابش يا چرخشي بودن يك سيال بستگي به سرعت حالت سكون نيروهاي ناشي از فشار استاتيكي سيال مي

  آن صفر باشد.گويند كه كرل بردار سرعت سيال دارد.به سيالي غير چرخشي مي 43ايزاويه

   

                                                           
43Angular Velocity 
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