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  چکیده

اجزا در کنار روش  .محققین بوده است موردتوجههای نازک تحت اثر نیروهای جانبی همواره تحلیل ورق 

های اند. روش نقاط محدود از جمله روشها رواج یافتهدر تحلیل سازه نیزهای بدون شبکه امروزه روش محدود،

گیری عددی، هزینه کمتری نسبت به بدون شبکه خالص است که بدون نیاز به ایجاد المان و همچنین انتگرال

تواند جایگزین آن شود. در تحقیق حاضر روش اجزاء محدود خواهد داشت و در صورت حصول دقت کافی می

-های نازک تحت خمش در محدوده رفتاری الاستیک خطی و تغییر شکلنقاط محدود برای تحلیل ورق روش

ها به کار گرفته شده است و به بررسی نقاط قوت و ضعف روش های کوچک با تمرکز بر وجود بازشو در آن

ودی نقطه بر اعمال روش نقاط محدود، ورق تحت خمش با پراکنش تعداد محد منظور بهپرداخته شده است. 

توانند دارای آرایش هندسی منظم یا نامنظم باشند. همچنین سازی شده است. نقاط مدل میسطح آن مدل

از تحلیل نقاط محدود  آمده دست بهاند. پاسخ های متنوع در محاسبات در نظر گرفته شدهبازشوها با هندسه

د حل دقیق از نتایج اجزاء محدود جهت ها مقایسه شده است و در صورت عدم وجوها با حل دقیق آن ورق

 مقایسه استفاده شده است. 
 کههای نازک، روش بدون شب نقاط محدود، بازشدگی در ورق، ورق روش: دواژگانیکل
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16۵ 

 مقدمه -1

های مهم مهندسی سازه و  صفحات نازک یکی از تلاش لیوتحل هیتجز 
های مختلف  در زمینهبه دلیل کاربرد گسترده آنها  ژهیو بهمکانیک است، 

های سنتی  . روشاست از جمله هوافضا، عمران و مهندسی مکانیک
(، به FEMرفتار صفحه، مانند روش اجزای محدود ) لیوتحل هیتجزبرای 

ها اغلب بر  ، این روشحال نیبااطور گسترده توسعه و اجرا شده است. 
ایجاد  تواند عوارضی را میکه  کنند تولید مش و ادغام عددی تکیه می

مانند  ده؛یچیپهای  ها و ناپیوستگی در حضور هندسه ژهیو بهکند، 
 برشی یا ترک. ینوارها

اند،  های بدون مش را برجسته کرده روش یریپذ قیتطبمطالعات اخیر  
 (SPH)از جمله رویکردهای مختلفی مانند هیدرودینامیک ذرات هموار 

 (FPM) و روش نقاط محدود [3] (EFG)[، روش گالرکین 1،2]
 -ل سیا بر همکنشدر حل مسائل مربوط به  SPH[. کاربرد 4،5،6]

توانایی آن برای مدیریت شرایط مرزی پیچیده بدون نیاز به  و سازه
 EFG. به طور مشابه، روش [۷]مورد بررسی قرار گرفته است شبکه 

برای مسائل مختلف مکانیک جامدات اصلاح شده و به کار گرفته شده 
ی آن را در برخورد با مشکلات صفحه و پوسته نشان است که اثربخش

 .[۸،۹دهد ] می
یک جایگزین امیدوارکننده ظاهر  عنوان به( FPMروش نقاط محدود )

تحلیل عددی را  ندیفرا تاکند  شود و یک روش بدون شبکه ارائه می می
 افتهی توسعهدر اصل برای کاربردهای دینامیک سیالات که  کند ساده می

دقت آن را  تادر نسخه اصلی روش اعمال شد  یاصلاحات [.4،5] است
های اصلی  ، زیرا ماتریسنمایدهای آن را حذف  افزایش داد و ناکارآمدی

شوند. هر دو روش اصلی و اصلاح شده برای  دچار واگرایی نامطلوبی می
که  طور همان[. 16-10شوند ] استفاده می یدوبعدمسائل الاستیسیته 

 ژهیو بها مطالعات کمی در زمینه مکانیک جامدات، شود، تنه مشاهده می
ی برای رفع این یها است. پیشرفت پذیرفتهرفتار خمشی صفحات انجام 

 موردتوجه ،های اصلی آن [ آغاز شده است، اما چالش11،12شکاف ]
رسد که نیاز مبرمی به گسترش  به نظر می نی؛ بنابرااست نگرفتهقرار 

صفحات تحت  لیوتحل هیتجزبرای در شکل اصلی آن  ژهیو بهروش، 
مزایای آن، تحلیل خمشی  رغم یعل. آید به وجودبارگذاری عرضی 
در ادبیات موجود  FPMبا استفاده از  دارای بازشو صفحات الاستیک

 است. مانده یباقناشناخته  نسبتاً

هدف این مقاله پر کردن این شکاف با ارائه یک مطالعه جامع از روش 
 ،از نظر مواد ورقنازک است.  های ورقحلیل نقاط محدود برای ت

خواهد بررسی  های مختلف بازشدگیالاستیک و خطی است و تحت 
. شکل قوی معادله حاکم که یک معادله دیفرانسیل مرتبه چهارم شد

[ باید در هر نقطه داخلی ارضا شود و شرایط مرزی بر 1۷،1۸است ]
ه تعادل حاکم تنها طبق معادل که ییازآنجامرزی حاکم است.  یها گره

وجود دارد، ارضای دو جزء از شرایط  ها گرهیک درجه آزادی برای 
برای اعمال بیش  ییها کیتکنمرزی در نقاط مرزی چالش اصلی است. 

واقع در مرزها وجود دارد. ضریب  یها گرهاز یک شرط مرزی برای 
دو روش شناخته شده از این روش  [20]و روش پنالتی  [1۹]لاگرانژ 

تند. مشابه روش تفاضل محدود برای غلبه بر این مشکل، از یک هس

اولین  نی؛ بنابراشود ینقطه اضافی در مجاورت هر نقطه مرزی استفاده م
و استفاده از گره  است جزء شرط مرزی استفاده از گره مرزی اصلی

 .[21] می باشداضافی متناظر آن 

 ها بازشدگییر ها افزایش درک چگونگی تأث هدف کاوش این پیکربندی
این است. یک جنبه حیاتی از  FPM لیوتحل هیتجزبر ثبات و دقت 

و  نقاط درون کلود درنظرگرفتنی  نحوهشامل تعیین  تحقیقات
است که برای دستیابی به نتایج  کلوددر  ها آن آل دهیاتعداد ی  محدوده

 ضروری است.  اعتماد قابل
مش در مکانیک جامدات های بدون  این رویکرد نه تنها به توسعه روش

ط محدود در اروش نق استفاده ازکند، بلکه راه را برای  کمک می
های پیچیده، همچون بررسی صفحات نازک و تحلیل مسائل  تحلیل

 .سازد ها و نوارهای برشی(، هموار می ناپیوسته )ترک

 ی صفحات نازک نظریه -2

رض برای تحلیل و محاسبه توزیع تنش در صفحات نازک، معمولاً ف 

منطبق بر صفحه میانی ورق قرار دارد. در این  𝑥𝑦شود که صفحه  می
ای از فرضیات  چارچوب، رفتار خمشی صفحات نازک بر اساس مجموعه
شود.  سازی می اساسی که به فرضیات کیرشهف مشهور هستند، مدل

سازی روابط حاکم بر خمش صفحات را فراهم  این فرضیات امکان ساده
 شوند: زیر بیان می صورت بهکنند و  می

صفحه کوچک فرض  باضخامتخیز صفحه میانی در مقایسه  -
نیز کوچک در نظر  شکل رییتغهای ناشی از  رو شیب شود. ازاین می

 است. نظرکردن صرفگرفته شده و اثرات غیرخطی هندسی قابل 
یک سطح بدون  عنوان بهخمشی  شکل رییتغصفحه میانی پس از  -

شود. علاوه بر این، خطوطی که در  ته میکرنش غشایی در نظر گرف
نیز مسطح  شکل رییتغحالت اولیه عمود بر صفحه میانی هستند، پس از 

مانند؛ به بیان دیگر، اثر  و همچنان بر صفحه میانی عمود می مانده یباق
 شود. برشی عرضی نادیده گرفته می یها شکل رییتغ
های تنش  ایر مؤلفهمؤلفه تنش عمود بر صفحه میانی در مقایسه با س -

 شود. فرض می اغماض قابلبسیار کوچک بوده و در تحلیل 
سازی معادلات حاکم بر خمش  کارگیری این فرضیات موجب ساده به

های تحلیلی و  صفحات نازک شده و مبنای نظری بسیاری از مدل
در مکانیک جامدات و مهندسی عمران را تشکیل  مورداستفادهعددی 

 دهد. می
گرفته وچک از این صفحه را تحت بارهای جانبی در نظر ک المانیک 
 𝑑𝑦و  𝑑𝑥به ترتیب  المانو ابعاد  𝑝را  جزء. مقدار نیروهای خارجی شود

. میدان جابجایی شود در نظر گرفته می 𝑦و  𝑥در امتداد محورهای 
شود که تابعی است  نشان داده می 𝑤صفحه نرمال به صفحه میانی با 

 المان. به دلیل خمش خالص، چرخش 𝑦و  𝑥نسبت به مختصات 
زیر  صورت بهتوان  است و می داده رخصفحه حول محورهای مختصات 

 تعیین کرد:

𝜃𝑥 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
     ,       𝜃𝑦 =

𝜕𝑤

𝜕𝑥
  (1) 

شیب میدان جابجایی یاد  عنوان بهها  ای که از آن این تغییرات زاویه
 شود: در نقاط زیر میشود، باعث جابجایی محوری  می

𝑢 = −𝑧𝜃𝑦  (2) 
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𝑣 = −𝑧𝜃𝑥 

 -ش و با استفاده از روابط کرن (2)و  (1)بنابراین با ترکیب روابط 
 توان اجزای میدان کرنش را تعیین کرد. جابجایی، می

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

𝜀𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2  

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −2𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 (3) 

شود  محورهای مختصات تعریف می به باتوجه انحنای سطح تغییر شکل
 زیر نوشته شود: صورت بهتواند  که می

𝜅𝑥 =
𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2  

𝜅𝑦 =
𝜕𝜃𝑥

𝜕𝑦
=

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2  

𝜅𝑥𝑦 =
1

2
(

𝜕𝜃𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑦
) =

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 (4) 

نامیده  𝑧نسبت به محور  میانیپیچش صفحه  عنوان بهمعادله سوم بالا 
 (3) ی رابطهشود. اکنون با جایگزینی مشتقات دوم تابع جابجایی در  می

کرنش  میزان، روابط (4)ی  تعریف شده در رابطه خمشبا اجزای 
 زیر ظاهر خواهد شد. صورت به

𝜀𝑥 = −𝑧𝜅𝑥 
𝜀𝑦 = −𝑧𝜅𝑦 
𝛾𝑥𝑦 = −2𝑧𝜅𝑥𝑦 

 (5) 

کرنش، میدان تنش در  -ش با ترکیب میدان کرنش بالا با روابط تن
 زیر نوشت: صورت بهتوان  صفحات نازک را می

σx = −
Ez

1 − ν2 (κx + νκy) 

      = −
Ez

1 − ν2 (
∂2w

∂x2 + ν
∂2w

∂y2 ) 

σy = −
Ez

1 − ν2 (κy + νκx) 

      = −
Ez

1 − ν2
(

∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2
) 

τxy = −
Ez

1 + ν
κxy = −

Ez

1 + ν

∂2w

∂x ∂y
 

 

 (6) 

 zخطی در امتداد محور  صورت بهاین روابط، میدان تنش  به باتوجه
میدان  یها مؤلفهشود. نتایج  د میشود و در صفحه میانی ناپدی توزیع می

تنش منجر به گشتاورهای خمشی و نیروهای برشی در امتداد مرز المان 
 شود که به شرح زیر است: می

{

Mx

My

Mxy

} = ∫ {

σx

σy

τxy

} z dz

t
2

−
t
2

 

{
Qx

Qy
} = ∫ {

τxz

τyz
}  dz

t
2

−
t
2

 

 

 (۷) 

با تئوری  𝜏𝑦𝑧و  𝜏𝑥𝑧تنش  یها مؤلفهشت که اگرچه توجه داباید 
نیروی برشی  یها مؤلفهشوند،  نازک خمشی نادیده گرفته می اتصفح

𝑄𝑥  و𝑄𝑦 در نظر گرفته  ورق ناچیز نیستند و باید در معادلات تعادل
 شوند.

 (۷)اول  ی رابطه در (6) ی رابطه میدان تنش از یها مؤلفهبا جایگزینی 
 صورت بهتوان  گشتاور خمشی را می یها مؤلفه، یریگ انتگرالو محاسبه 
 :زیر نوشت

𝑀𝑥  = −𝐷(𝜅𝑥 + 𝜈𝜅𝑦) 

        = −𝐷 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 + 𝜈
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2 ) 

𝑀𝑦  = −𝐷(𝜅𝑦 + 𝜈𝜅𝑥) 

        = −𝐷 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2 + 𝜈
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 ) 

𝑀𝑥𝑦 = −𝐷(1 − 𝜈)𝜅𝑥𝑦 

         = −𝐷(1 − 𝜈)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 (۸) 

سختی خمشی ورق تعریف  عنوان بهیک ثابت است که  Dکه در آن 
 شود. می

𝐷 =
𝐸𝑡3

12(1 − 𝜈2)
  (۹) 

اجزای نیروهای برشی  در حین اینکه توجه به این نکته مهم است که
𝑄𝑥  و𝑄𝑦  ابجایی با تابع ج𝑤 برقرار  نیز تعادل همرتبط هستند  معادل

 است.

( که لنگرها و نیروهای برشی را نشان 1نمودار جسم آزاد آن در شکل )
دهد، تکمیل شده است. برای سادگی و به دلیل ابعاد کوچک المان،  می

شود و با یک  شدت لنگرها و نیروهای برشی روی مرزها ثابت فرض می
خطوط مرزی نشان داده خواهد شد. تغییرات این  بردار منفرد به مرکز

مقادیر از یک مرز به مرز دیگر با اعمال سری تیلور در نظر گرفته شده 
 است.

کوچک آنها،  تک جملات گرفتن دهینادحال با اعمال معادلات تعادل و 
 شوند: سه رابطه مستقل به شرح زیر پدیدار می

 

∑ 𝐹𝑧 = 0 ⇒  
𝜕𝑄𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑝 = 0 

∑ 𝑀𝑧 = 0 ⇒ 
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑦 = 0 

∑ 𝑀𝑦 = 0 ⇒ 
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
− 𝑄𝑥 = 0 

 (10) 

 یها مؤلفه، (10)لنگر در روابط دوم و سوم  یها مؤلفهبا جایگزینی 
 آیند: زیر بدست می صورت بهنیروی برشی 

𝑄𝑥 = −𝐷
𝜕

𝜕𝑥
𝛻2𝑤 

𝑄𝑦 = −𝐷
𝜕

𝜕𝑦
𝛻2𝑤 

 (11) 

 که در آن:

𝛻2 =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
  (12) 

، معادله (10)ی اول  رابطه درنیروی برشی  یها مؤلفهدر نهایت با اعمال 
 زیر نوشت: صورت بهتوان  حاکم بر صفحات نازک را می

∇4𝑤 =
𝑝

𝐷
 

 (13) 
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 شود: زیر تعریف می صورت به 4∇عملگر 

∇2=
𝜕4

𝜕𝑥4 + 2
𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2 +
𝜕4

𝜕𝑦4  (14) 

ی  کاملاً واضح است که کلید یافتن پاسخ صفحات نازک حل رابطه
 ی زیر را داشت: توان رابطه می (۸)روابط  درنظرگرفتن( است. اما با 13)

𝑀 =
𝑀𝑥 + 𝑀𝑦

1 + 𝜈
= −𝐷𝛻2𝑤  (15) 

دیگری برای مسائل صفحات  حل راه، (13)ی  رابطه به باتوجهبنابراین 
 یر است:ذپ نازک با حل روابط دوگانه زیر امکان

𝛻2𝑀 = −𝑝 

𝛻2𝑤 = −
𝑀

𝐷
 

 (16) 

کرنش، میدان تنش در صفحه -از ترکیب میدان کرنش و روابط تنش
 :نوشت زیر رتصو به توان می را نازک

𝜎𝑥 = −
𝐸𝑧

1 − 𝜈2 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝜈

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2 ) 

𝜎𝑦 −
𝐸𝑧

1 − 𝜈2 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝜈

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 ) 

𝜏𝑥𝑦 = −
𝐸𝑧

1 + 𝜈

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

(1۷)  

 

 روش نقاط محدود -3

ای  گسترده ه طوربپذیری بالا،  روش اجزای محدود به دلیل انعطاف
عنوان یک روش عددی کارآمد برای حل مسائل مختلف در مکانیک  به

، در کنار این مزیت حال نیبااقرار گرفته است.  مورداستفادهمهندسی 
بر است. علاوه  بندی در این روش اغلب دشوار و زمان مهم، فرایند مش

ز از ای نی بر این، تشکیل ماتریس سختی کلی و محاسبه نیروهای گره
شوند.  جمله مراحل محاسباتی پرهزینه در این روش محسوب می

ای از  های اخیر مجموعه ها، طی دهه غلبه بر این محدودیت منظور به
با عنوان  یطورکل بهاند که  های عددی جدید توسعه یافته روش
 شوند. های بدون شبکه شناخته می روش

سازی مسائل  ر مدلبندی د ها حذف نیاز به مش ایده اصلی در این روش
های این خانواده برای انجام  ، برخی از روشحال نیباامکانیکی است. 

نیاز دارند.  زمینه گیری عددی همچنان به یک مش پس انتگرال
اصلی تقسیم  دودستهتوان به  های بدون شبکه را می ، روشاساس نیبرا

زمینه برای  هایی است که از مش پس کرد. دسته نخست شامل روش
ها، معادلات حاکم  کنند. در این روش گیری عددی استفاده می گرالانت

، بروز رو نیازاشوند؛  سازی می بر اساس فرمولاسیون ضعیف گسسته
و در بسیاری  داده رخهای سیستم کمتر  ماتریس تکینگیمشکلاتی نظیر 

تر است. لازم به ذکر است که اگرچه این  از موارد دقت نتایج نیز مناسب
های  کنند، اما الزامات و محدودیت نوعی مش استفاده می ها از روش
کمتر از روش اجزای محدود است. از جمله  مراتب بهها  بندی در آن مش

 توان به هیدرودینامیک ذرات هموار های شاخص در این دسته می روش
 اشاره کرد. [3]و روش گالرکین بدون المان  [1]

تفاده از هرگونه شبکه هایی است که بدون اس دسته دوم شامل روش
های بدون شبکه شناخته  روش عنوان بهکنند و معمولاً  عمل می

ای از  ها، معادلات حاکم در فرم قوی بر مجموعه شوند. در این روش می

شود.  گیری عددی حذف می نقاط گسسته اعمال شده و نیاز به انتگرال
 شود فرایند ایجاد مدل مکانیکی بسیار حذف کامل مش موجب می

گیری عددی، سرعت  تر گردد و در صورت عدم نیاز به انتگرال ساده
های دسته اول و همچنین روش اجزای  محاسبات در مقایسه با روش

ها احتمال مواجهه  ، در این دسته از روشحال نیباامحدود افزایش یابد. 
. های منفرد بیشتر بوده و ممکن است دقت نتایج کاهش یابد با ماتریس

های این گروه به شمار  ترین روش از مهم[ 4،5،6] حدودروش نقاط م
 .رود می

محدود ارائه  اطدر این مقاله حل صفحات نازک با استفاده از روش نق
از نقاط در صفحه  یا مجموعهشده است. مدل تحلیلی صفحه با پخش 

برآورده  (16)یا  (13) روابطشود و فرم قوی حاکم بر  میانی ایجاد می
 شود. می

در  𝑤معادلات حاکم بر نقاط ابتدا نیاز به تقریب توابع اصلی اجرای 
برای هر نقطه یک ناحیه نسبتاً کوچک در  نی؛ بنابراهمسایگی نقاط دارد

شود.  اطراف نقطه که دارای تعداد کافی گره همسایه آن است ایجاد می
، شود یمشود و گره اصلی که ابر برای آن ایجاد  نامیده می کلودمنطقه 

با  کلودناحیه بر روی  𝑢یک تابع  یطورکل بهشود.  صلی نامیده میگره ا
شود. در این رویکرد  استفاده از روش حداقل مربعات وزنی تقریب می

 شود. ایجاد می صورت به 𝑢̂تابع تقریب 

𝑢̂ = 𝑝𝑇𝑎  (1۸) 

است که به طور کامل یا حداقل به  ییها جملهبردار تک  𝒑که در آن 
 تک جملاتز مثلث پاسکال انتخاب شده است. برای طور متقارن ا

 زیر است: صورت بهکامل مرتبه دوم، این بردار 

𝑝𝑇 = {1 𝑥 𝑦 𝑥2 𝑥𝑦 𝑦2}  (1۹) 

در نظر گرفته شده است که بردار  15 ها جملهدر این تحقیق تعداد تک 
𝒂  درون  یها گرهبردار مجهولات است. مقادیر تقریبی تابع در  (1۸)در

زیر  صورت به (1۸) ی رابطهاجزای مختصات آنها در  قراردادنبا  کلود
 شود. محاسبه می

𝑢̂𝑖 = 𝑝𝑖
𝑇𝑎    𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛  (20) 

𝒑𝑖بالا  ی رابطهدر 
𝑇  نسبت به نقطه  ها جملهبردار تک𝑖  است،  کلوددر

𝑢̂𝑖  مقدار تقریبی تابع𝑢  در این نقطه و𝑛 کلودها در  اد کل گرهتعد 
 است. 

 صورت بهبردار مقادیر تقریبی گره  ،(20) ی رابطه بازنویسی ماتریسیبا 
 شود: زیر حاصل می

𝑢̂ = 𝑃𝑇𝑎    𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛  (21) 

𝑝𝑖ماتریسی است که ردیف آن شامل  𝑃𝑇که در آن 
𝑇  و𝑢̂  بردار مقادیر

 تقریبی گره است.
نزدیک شود، ابتدا باید یک شاخص  𝑢قریبی به تابع برای اینکه تابع ت

و مقادیر تابع  𝑢تفاوت بین مقادیر تابع  نی؛ بنابراخطا شناسایی شود
شود و  باقیمانده در نظر گرفته می عنوان به کلوددر نقاط  𝑢̂تقریبی 

شاخص خطا در نظر  عنوان به کلودمجموع مجذور باقیمانده بر نقاط 
ها، مجذور باقیمانده در  ایجاد تضاد منطقی بین گره شود. برای گرفته می

شود. مقدار وزن در موقعیت گره اصلی برابر  نقاط در یک وزن ضرب می
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فاصله از گره اصلی به طور یکنواخت کاهش  به باتوجهاست و  1با 
 :شود یمشاخص خطا با معادله زیر نوشته  نی؛ بنابرایابد می

𝐽 = ∑ 𝑤(𝑥𝑖)(𝑢̂𝑖 − 𝑢𝑖)2

𝑛

𝑖=1

  (22) 

 𝑤(𝑥𝑖)و  𝑖در گره  𝑢مقدار تابع  𝑢𝑖شاخص خطا است،  𝐽که در آن 
شاخص خطا را  (22)در  (20)وزن در آن نقطه است. با جایگزینی 

 زیر بازنویسی کرد: صورت بهتوان  می

𝐽 = ∑ 𝑤(𝑥𝑖)(𝑝𝑖
𝑇𝑎 − 𝑢𝑖)

2
𝑛

𝑖=1

  (23) 

 𝒂بردار  یها مؤلفه به باتوجهشاخص خطا، مشتق آن  اندنرس حداقل به
 باید برابر با صفر باشد

𝜕𝐽

𝜕𝑎
= 0  (24) 

 :دیآ یمبه دست  𝑎که معادله زیر برای بردار 
 

𝑎 = 𝐴−1𝐵𝑢̅  (25) 

 
های  است، ماتریس 𝑢 هدف ی تابعا گره ادیرمق بردار 𝑢̅ ی بالا،  در رابطه

𝐴  و𝐵 شوند: تعریف میزیر  صورت به 

𝐴 = ∑ 𝑤(𝑥𝑖)𝑝𝑖𝑝𝑖
𝑇

𝑛

𝑖=1

  (26) 

 

𝐵 = [𝑤(𝑥1)𝑝1 𝑤(𝑥2)𝑝2 ⋯ 𝑤(𝑥𝑛)𝑝𝑛]  (2۷) 

 
 

بهترین تابع  (1۸) در (25)رابطه از  𝑎در نهایت با جایگزینی بردار 
 شود: زیر حاصل می صورت بهتقریب 

û = pTA−1Bu̅  (2۸) 

صفحه نازک وجود دارد. اولین  مسائلاکنون دو راه مختلف برای حل 
 ای است. این معادلات عموماً برای صفحه (16) جفتی روابطتقریب  راه

ابتدا پارامتر  (16) روابطبا مرزهای ساده سازگار هستند. برای حل 
در  معادلهشود و در اولین  یابی درون کلودهاباید بر روی  Mگشتاور 

شده و در  یابی درون 𝑤قرار گیرد. سپس میدان جابجایی  (16) ی هرابط
گیرد. در نهایت مقادیر گرهی میدان جابجایی  قرار می (16)دوم  ی رابطه

که در بالا توضیح داده شد در این روش دو  طور همانآید.  به دست می
 ؛شود معادله دیفرانسیل مجزا با دو پارامتر مجهول در هر گره برآورده می

ها است.  رفتار مدل مشابه مدلی با دو درجه آزادی برای گره نیبنابرا
 نیومنو  یریکلهواضح است که در این حالت هر دو شرایط مرزی د

 اجزای محدود اعمال شوند. ندیفراتوانند مشابه  می

 (13) رابطه درنظرگرفتنراه دوم برای حل مسائل صفحه نازک، 
ادله شکل کلی معادله تعادل است و معادله حاکم است. این مع عنوان به

بدون هیچ محدودیتی برای صفحات نازک با شرایط مرزی دلخواه 
شود و جایگزین  یابی درونباید  𝑤است. تابع جابجایی  اعمال قابل

ها وجود  تنها یک درجه آزادی برای گره که ییازآنجاشود.  (13) ی رابطه
های مختلفی برای  دارد، اجرای شرایط مرزی چالش اصلی است. راه

لاگرانژ، تابع پنالتی  یها کننده دارد؛ مانند ضربغلبه بر این چالش وجود 

برای این مقاله روش سوم اتخاذ شده  های اضافی. و استفاده از گره
است. در این روش نزدیک به هر گره مرزی یک گره اضافی در خارج 

اضافی همراه با گره مرزی اصلی مانند  گیرد. این گره از مدل قرار می
کند و هر  با دو درجه آزادی عمل می فرد منحصربهیک گره مرزی 

مشابه  قاًیدقکند. این روش  از شرایط مرزی را برآورده می یکی کدام
 آنچه در روش تفاضل محدود اتفاق افتاد است.

 های عددی حل مثال -4

ده. انتخاب هر مثال و ارائه گردی ها ای از مثال در این بخش مجموعه
ی مثال  ی آن به دلیل بررسی موضوع خاصی است. قبل از ارائه نوع ارائه

در  شرایط مرزی بحث شود. ارضاکردننیاز است در مورد چگونگی 
نقاط کمکی مشخص شده است.  درنظرگرفتن( محل 1شکل )

 بنابر. گردددر تمام حالات مرزی، نیاز است دو شرط ارضا  یطورکل به
ی کمکی معادل  نقاط مرزی و دیگری در نقطه یکی از شروط دراین 

 آن در نظر گرفته شده است.

 
 نقاط کمکی قرارگرفتنمحل  -1شکل 

𝑟𝑥  و𝑟𝑦 ی  ی افقی و عمودی نقاط کمکی تا نقطه به ترتیب فاصله
ی افقی و عمودی  نیز به ترتیب فاصله 𝑑𝑦و  𝑑𝑥مرزی معادل آن است. 

های  های حل شده در این بخش فاصله روی ورق است. در مثالنقاط 
𝑟𝑥 ) برابرندافقی و عمودی با هم  = 𝑟𝑦  و 𝑑𝑥 = 𝑑𝑦) . مشخصات

( بیان شده 1های حل شده در این تحقیق، در جدول ) عمومی مثال
( رجوع 2توان به شکل ) برای درک بهتر پارامترهای بیان شده می است.
 کرد.

 مشخصات ورق -۱جدول 

ابعاد 

 ورق

(m) 

تعداد 

 ای چندجمله

نسبت 

 پواسون
 (ν) 

 نیرو

q 
(𝑲𝑵) 

ضخامت 

 ورق

(m) 

مدول 

 الاستیسیته

E 

(𝑲𝑵/
𝒎𝟐) 

1X1 15 3/0 1- 0001/0 1 × 10
6
 

 اولمثال  -4-1

𝑎به ضلع  شکل مربعیک ورق  = 1𝑚   که در هر چهار انتها به کمک
شود که  فرض می ،(2مطابق شکل )داشته شده است.  ساده نگاه گاه هیتک

عمود بر سطح آن وارد  (kN/m2) واحد یکنواخت با مقدار بار گسترده
در نظر  cm  20ای و با شعاع  دایره صورت بهشود. بازشو موجود در ورق 

 گرفته شده است.
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 ی یکنواخت ای و بار گسترده ورق دارای بازشدگی دایره -2شکل 

 

 شود: زیر در نظر گرفته می صورت بها ساده مفصلی ی یگاه هیتکشرایط 

𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑎 → 𝑤 = 0,
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 = 0 

𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑎 → 𝑤 = 0,
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0 

 

 (2۹) 

 ( بیان شده است:2۹شرایط مرز آزاد در روابط )

𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑎 → 𝜈
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 

= 0,
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3 + (2 − 𝜈)
𝜕3𝑤

𝜕𝑦2𝜕𝑥
= 0 

𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑎 → 𝜈
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2  

          = 0,
𝜕3𝑤

𝜕𝑦3
+ (2 − 𝜈)

𝜕3𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦
= 0 

 

 (30) 

های  تحت مکان ییجا و جابهشده  جا جابهدر این مثال، بازشدگی 
مربوط به  مختلف بازشدگی محاسبه شده است. ضرایب و پارامترهای

بیان شده است. نقاط در  (2ورق و مختصات مرکز بازشدگی در جدول )
 ( مشخص است.3) ی بازشدگی در شکل نظر گرفته شده و ناحیه

 
 مشخصات ورق و مکان دقیق بازشدگی -2جدول 

 موماکسیم
FPM 
(m) 

 مومیماکس

FEM 
(m) 

y’ 

(m) 
x’ 

(m) 

شعاع 

 بازشدگی

r (m) 

نقاط 

 کلود
 حالت

 الف ۶0 0/2 0/۵ 0/۵ 0/0443۹- 0/04421-

 ب ۶0 0/2 0/2۵ 0/۵ 0/0۵3۷۷- 0/0۵402-

 ج ۶0 0/2 0/21 0/۵ 0/0۵2۹۶- 0/0۵۵31-

 د ۶0 0/2 0/۷۵ 0/۷۵ 0/0۵122- 0/0۵244-

 

  
ب()  الف()    

  
د()  (ج)    

 ی بازشو نقاط در نظر گرفته شده در ورق و ناحیه -3شکل 

ی آن با اجزا  محدود و مقایسه پس از تقریب جواب، به روش نقاط
توان دریافت که رفتار ورق در هر دو روش با هم یکسان  محدود می

 دید. وضوح به (4)توان در شکل  است این موضوع را می

 
 

الف()   

 
 

(ب)   

 
 

(ج)   

 
 

(د)   

تقریب تغییر شکل ورق مورد بحث، با استفاده از روش نقاط محدود  -4شکل 
 سمت راست نقاط محدود و سمت چپ اجزا محدود() محدودو اجزا 

 

مختلف و در امتداد  یها حالتنمودار جابجایی ورق در  (5) یها شکلدر 
𝑥خط  = 0.5 𝑚 .رسم شده است 
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 )الف(

 

 )ب(

 )ج(

 

 
 )د(

ی جابجایی ورق به روش نقاط محدود و اجزا محدود، در  مقایسه -5شکل 
𝑥امتداد خط  = 0.5 𝑚 

 

بین روش نقاط محدود و اجزا محدود ( میزان همگرایی جواب 6) شکل
 ی زیر بدست آمده: با استفاده از رابطهکه  دهد در تمام نقاط نشان می را

Convergence rate = log ∑ √
(𝑤𝐹𝑃𝑀 − 𝑤𝐹𝐸𝑀)2

𝑛
  (31) 

 تعداد نقاط مورد بررسی در هر دو روش است. 𝑛که در آن 
 

 
محدود را نشان  یزان همگرایی جواب بین روش نقاط محدود و اجزام -6شکل 

 دهد می

توان دریافت، حالت )الف( که بازشدگی در وسط  ( می6با بررسی شکل )
 شدن کینزدورق قرار دارد، بیشترین همگرایی جواب را دارد. با 

حالت )د(  .)حالت ب و ج( یابد بازشدگی به مرز، درصد خطا افزایش می
بازشدگی به  شدن کینزدمگرایی جواب را داراست. با کمترین ه

بدست آمده به روش نقاط محدود  𝑝𝑇𝐴−1𝐵های مرز، ماتریس  گوشه
 واگرا خواهد شد. 

 دوممثال  -4-2

𝑎به ضلع  شکل مربعدر این مثال یک ورق  = 1𝑚  که در هر چهار
 ،(۷) داشته شده است. مطابق شکل ساده نگاه گاه هیتکانتها به کمک 

عمود  (kN/m2) واحد یکنواخت با مقدار شود که بار گسترده فرض می
 cm مربع با ابعاد صورت بهبر سطح آن وارد شود. بازشو موجود در ورق 

 در نظر گرفته شده است.  40*40

 ی یکنواخت ای و بار گسترده ورق دارای بازشدگی دایره -۷شکل 

. حالت اول با جابجایی این ورق در دو حالت بررسی خواهد شد
 نقاط درنظرگرفتنی بازشو و حالت دوم بدون  نقاط گوشه درنظرگرفتن

 ( مشخص است.۸ی بازشو. هر دو حالت در شکل ) گوشه
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Axis x(y=0.5m) 
FEM&FPM جابجایی CASE A (FEM)

CASE A (FPM)
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Axis x(y=0.5m) 
FEM&FPM جابجایی CASE D (FEM)

CASE D (FPM)

 [VALUE] 
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case 

 FPMو  FEMنرخ همگرایی جواب بین 
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Axis x(y=0.5m) 
FEM&FPM جابجایی CASE B (FEM)

CASE B(FPM)
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Axis x(y=0.5m) 
FEM&FPM جابجایی CASE C (FEM)

CASE C (FPM)
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ب()  الف()    

نقاط  درنظرگرفتنبدون  (ب)نقاط گوشه  درنظرگرفتنورق با  (الف) -۸شکل 
 گوشه

 

، تغییر شکل (۸) در شکل شده داده نشانبرای هر دو حالت الف و ب 
 (۹)حاصل از تقریب جواب به روش نقاط محدود، در شکل 

 است. شده داده نشان

  
ب()  (الف)    

نقاط  درنظرگرفتنتغییر شکل به روش نقاط محدود. )الف( ورق با  -۹شکل 
 نقاط گوشه. درنظرگرفتنگوشه. )ب( بدون 

مسئله با است، ابتدا جواب  مشاهده قابل( ۹گونه که در شکل ) همان 
ی بازشدگی تقریب زده شده است. در روش  نقاط در گوشه درنظرگرفتن

های بازشدگی  مستقیم در گوشه یریگ انتگرالنقاط محدود، به دلیل 
شود که در حالت الف مشهود است. در حالت ب  دچار سینگولاریتی می

های بازشدگی نقطه در نظر گرفته نشده  برای رفع این مشکل، در گوشه
این امر باعث شده است که ماتریس ضرایب بدست آمده است. 

 10در شکل  𝜎𝑥مقادیر تنش  سینگولار نشده و تقریب جواب صحیح باشد.

 نشان داده شده است.

 
 
 الف() ب()

. )الف( به روش نقاط محدود. )ب( به روش 𝜎𝑥مقادیر تنش  -10شکل 
 اجزا محدود.

ه مقادیر محاسبه شده برای تنش شود کملاحظه می 10با بررسی شکل 
𝜎𝑥  در روش نقاط محدود و اجزاء محدود بسیار به هم نزدیک هستند و

لذا روش نقاط محدود از نظر براورد تنش هم قابل اعتماد است. در هر 
های بازشو ملاحظه  ها و به ویژه گوشهدو روش، تمرکز تنش در لبه

های قاط مجاور گوشهشود. به طوری که تنش محاسبه شده در نمی

ها که در فاصله برابر نقاط واقع در همسایگی آن 5/1بازشو تقریبا 
 شود. اند ارزیابی میدورتری از گوشه بازشو قرار گرفته

 سوممثال  -4-3

بازشو  در نظر گرفته شده است. 2مشخصات این مثال مانند مثال 
که در بررسی خواهد شد  ریمتغمربع با ابعاد  صورت بهموجود در ورق 

 است. شده داده نشان( 11شکل )

 

  
ب()  الف()    

  
د()  ج()    

 
ه()   

𝑑الف( ) نقاط و ابعاد بازشدگی. درنظرگرفتنمحل  -11شکل  = . )ب( 0
𝑑 = 𝑑 . )ج(0.2 = 𝑑. )د(  0.4 = 𝑑. )ه(  0.6 = 0.8 . 

 (12)رفتار ورق با روش نقاط محدود و اجزا محدود در شکل 
توان دریافت که رفتار  ها می ی حالت با بررسی همهاست.  مشاهده قابل

 ورق در هر دو روش با هم یکسان است.

 
 

الف()   
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ب()   

 
 

(ج)   

 
 

د()   

 
 

ه()   

روش  -ت ی یکنواخت )سمت راس رفتار ورق تحت بار گسترده -12شکل 
𝑑الف( )، نقاط محدود، سمت چپ روش اجزا محدود( = 𝑑. )ب( 0 = 0.2. 

𝑑 )ج( = 𝑑. )د(  0.4 = 𝑑. )ه(  0.6 = 0.8 . 

ها  های ورق و ماکسیمم جابجایی آن ( مشخصات حالت3در جدول )
سعی بر آن  تحت روش نقاط محدود و اجزا محدود بیان شده است.

شده که تعداد نقاط در نظر گرفته شده در هر دو روش با یکدیگر برابر 
 باشند.

 
 گیمشخصات ورق و میزان بازشد -3جدول 

 ماکسیمم

FPM 
(m) 

 ماکسیمم
FEM 
(m) 

تعداد 
نقاط در 

نظر 
گرفته 
شده 

(FPM) 

 تعداد المان
نظر گرفته 

شده 
(FEM) 

میزان 
 بازشدگی

(m) 

تعداد 
نقاط 
 کلود

 حالت

 الف 40 0*0 2500 2۸0۹ 0/0446- 0/044۷-
 ب 40 0/2*0/2 2۸36 2۷52 0/0522- 0/051۹-

 ج 40 0/4*0/4 24۹۹ 2444 0/0451- 0/0450-
 د ۸0 0/6*0/6 1۷۹3 1۹64 0/0244- 0/0243-

 ه ۹5 0/۸*0/۸ ۹3۷ 12۸4 0/0062- 0/0062-

( نمودار جابجایی ورق در 13برای درک بهتر رفتار ورق، در شکل )
𝑥 راستای محور = 0.5 𝑚.رسم شده است 

 
 )الف(
 

 
 )ب(

 
 )ج(

 
 )د(

 
 )ه(
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Axis x(y=0.5m) 
FEM&FPM جابجایی CASE A (FEM)

CASE A (FPM)

-0.06

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0

0.
06

0.
12

0.
18

0.
24 0.

3

0.
36

0.
42

0.
48

0.
54 0.

6

0.
66

0.
72

0.
78

0.
84 0.

9

0.
96

یی
جا

جاب
 

Axis x(y=0.5m) 
FEM&FPM جابجایی CASE B (FEM)

CASE B(FPM)
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Axis x(y=0.5m) 
FEM&FPM جابجایی CASE C (FEM)

CASE C (FPM)
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Axis x(y=0.5m) 
FEM&FPM جابجایی 

CASE D (FEM)

CASE D (FPM)
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Axis x(y=0.5m) 
FEM&FPM جابجایی CASE E (FEM)

CASE E (FPM)
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اجزا محدود، در  ی جابجایی ورق به روش نقاط محدود و مقایسه -13شکل 
𝑥امتداد خط  = 0.5 𝑚 

 

همگرایی جواب بین روش نقاط محدود و اجزا محدود،  (14)در شکل 
 است. شده داده نشانهای مختلف  در حالت

 میزان همگرایی جواب بین روش نقاط محدود و اجزا محدود -14شکل 

 

های  برای بدست آوردن تقریب جواب به روش نقاط محدود، در حالت 
هایی وجود دارد. به علت افزایش بازشدگی و کاهش  چالش و )ه()د( 

عمل  یخوب بهعرض ورق، روش نقاط محدود در جهت عمود بر مرزها 
توان  استفاده شده است. می یا چندجمله 15کند. در این تحقیق از  نمی

نقاط در آن  نبودن یکافدر جهت عمود بر مرز، به علت  حدس زد که
(. 15کنند )شکل  عمل نمی یخوب بهذکر شده،  های ای جهت، چند جمله

( باید نقاط درون کلود را تا جایی که این 16)این طبق شکل  نابراینب
، در جهت  a( در کلود 16مشکل برطرف شود افزایش داد. طبق شکل )

 bمانند کلود  مدنظراین باید کلود  برابرافقی، تعداد نقاط کافی نیست 
 مختلف تعداد نقاط مناسب باشد.های  افزایش یابد تا در جهت

 

 

 

 

 

 

 

 

نقطه  40تقریب جواب حالت )ه( به روش نقاط محدود با استفاده از  -15شکل 
 درون کلود

 

 

 

 

 

 

 

 

 افزایش نقاط درون کلود -16شکل 

 یرگیجهینت -۵

کارگیری روش نقاط محدود در  در ادامه پژوهش پیشین در خصوص به 
کاربرد این روش به صفحات  تحلیل صفحات نازک، در این مطالعه

حساسیت ذاتی روش  به باتوجهنازک دارای بازشو تعمیم داده شده است. 
FPM های  رفت چالش نسبت به تغییرات ناگهانی هندسی، انتظار می

صورت  در این زمینه بروز کند. در این تحقیق، بازشوها به یتوجه قابل
 اند. سازی شده مرزهای آزاد داخلی مدل

ای مورد بررسی  ت، صفحات نازک دارای بازشوهای دایرهدر گام نخس
صورت تدریجی در سطح صفحه از مرکز به  قرار گرفتند. این بازشوها به

جا شدند. نتایج  ها جابه ها به سمت گوشه ها و سپس از لبه سمت لبه
های  در تمامی حالات تطابق بسیار خوبی با پاسخ FPMحاصل از روش 

ای محدود نشان داد. این موضوع بیانگر آن آمده از روش اجز دست به
سازی  ای، همراه با نحوه مدل است که هندسه هموار بازشوهای دایره

را  FPMهای ذاتی روش  مؤثری ناپایداری به طورتواند  مرزها، می
 کاهش دهد.

 موردتوجهدر ادامه، تحلیل صفحات نازک دارای بازشوهای مستطیلی 
های تیز در بازشوهای  ا مشکل گوشهمنظور مقابله ب قرار گرفت. به

کاربردی پیشنهاد شد که مبتنی  حال نیدرعمستطیلی، راهکاری ساده و 
های بازشو است. این اصلاح ساده از واگرا  بر حذف نقاط واقع در گوشه

جلوگیری کرده و در نتیجه  یابی درونهای اصلی  شدن ماتریس
 د.شو حاصل می یقبول قابلهای عددی پایدار و  پاسخ

از دیگر دستاوردهای مهم این پژوهش، شناسایی و رفع یک مسئله 
اساسی مرتبط با نوارهای باریک است. در شرایطی که بین مرز بازشو و 

های نقاط  مرز خارجی صفحه یک نوار باریک با تعداد محدودی از ردیف
کافی  اندازه به ،یابی درون نقاطکلود وجود داشته باشد، لازم است ابعاد 

های نقاط از سمت مقابل بازشو در  ایش یابد تا تعداد مناسبی از ردیفافز
ها و در نتیجه  آن منظور شود. در غیر این صورت، تکین شدن ماتریس

 ناپذیر خواهد بود. اجتناب یابی درون ندیفراشکست 
مند از کاربرد روش  ، این پژوهش نخستین ارزیابی نظامیطورکل به

FPM دهد. نتایج  ارای بازشو را ارائه میدر تحلیل صفحات نازک د
های این روش در مواجهه با  محدودیت آشکارساختنحاصل، علاوه بر 

برای  یساز ادهیپ قابلهای هندسی تیز، راهکارهایی عملی و  ناپیوستگی
تواند  کند. این دستاوردها می افزایش پایداری و دقت آن پیشنهاد می

های کاملاً بدون  تر روش ردهکارگیری گست زمینه را برای توسعه و به
 های مهندسی پیچیده دارای بازشو فراهم سازد. شبکه در تحلیل سازه
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Highlights 

 Pure meshless methods, such as the Finite Point Method (FPM), can significantly reduce computational 

cost and modeling time, provided that adequate numerical accuracy is achieved. 

 The FPM is inherently sensitive to sharp geometric variations within the domain and along its boundaries. 

 Openings introduce internal boundaries and may induce severe local geometric variations in thin plates. 

 Implementing boundary conditions through auxiliary points mitigates the sensitivity of the FPM and 

improves its performance in the analysis of perforated plates. 
 

Introduction 

The analysis of thin plates under lateral loading has received extensive attention, leading to the development of 

various numerical methods. The Finite Element Method (FEM) has been widely adopted owing to its robustness and 

versatility; however, its reliance on mesh generation and numerical integration can increase computational cost for 

complex geometries and irregular boundaries. Meshless methods have therefore emerged as efficient alternatives 

that eliminate the need for explicit mesh generation. 

Methods 

The Finite Point Method (FPM) is a fully meshless numerical approach that requires neither mesh generation nor 

numerical integration. In this method, the continuum is represented by a set of discrete points, and the displacement 

field is locally approximated using a weighted least-squares formulation. For each master point, a neighboring 

region, referred to as a cloud, is constructed by selecting a sufficient number of the nearest points. The resulting 

local approximation enables the governing equations to be formulated directly at the discrete points without 

requiring connectivity between neighboring points. 

Result and Discussion 

The FPM was employed to analyze the bending behavior of thin plates containing internal openings with different 

geometries and locations. The results for circular openings showed good agreement with those obtained using the 

FEM, demonstrating the capability of the FPM to accurately capture the structural response in the presence of 

smooth internal boundaries. For rectangular openings, excluding points located at the corners improved numerical 

stability by avoiding the singular behavior associated with sharp geometric discontinuities. Furthermore, when 

narrow strips were formed between an opening and the external boundary of the plate, larger point clouds were 

required to provide a sufficient number of neighboring points and maintain the accuracy and stability of the local 

approximation. 

Conclusion 

This study evaluated the applicability and performance of the Finite Point Method (FPM) for the bending analysis of 

thin plates containing openings with different geometries and locations. The FPM provides a computationally 

efficient and flexible framework that eliminates the need for mesh generation and numerical integration. However, 

its accuracy and numerical stability can be adversely affected by internal openings, sharp geometric discontinuities, 

and narrow regions with insufficient neighboring points. To address these limitations, several numerical strategies 

were implemented, including the use of auxiliary points for imposing boundary conditions, appropriate treatment of 

corner points, and enlargement of the point clouds in geometrically constrained regions. The results demonstrate that 

these strategies can effectively enhance the stability and accuracy of the FPM for the analysis of perforated thin 

plates. 

Keywords: Meshless Methods, Finite Point Method, Thin plate, opening 
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1. Introduction   

The analysis of thin plates is an important research 

topic in structural and mechanical engineering 

because of their widespread applications in 

aerospace, civil, and mechanical systems. 

Conventional numerical approaches, particularly the 

Finite Element Method (FEM), have been 

extensively developed and applied to plate analysis. 

However, these methods generally require mesh 

generation and numerical integration, which can 

become challenging and computationally 

demanding for complex geometries and problems 

involving geometric discontinuities, such as cracks 

and shear bands. 

Meshless methods have therefore attracted 

increasing attention as flexible alternatives to 

conventional mesh-based approaches. 

Representative techniques include Smoothed 

Particle Hydrodynamics (SPH) [1,2 the Element-], 

Free Galerkin (EFG) method [3], and the Finite 

Point Method (FPM) [4–6]. For example, Liu et al. 

(2010) [7] demonstrated the applicability of SPH to 

fluid–structure interaction problems and highlighted 

its ability to accommodate complex boundary 

conditions without requiring a predefined mesh. 

Similarly, the EFG method has been extended to a 

range of solid mechanics applications, including 

plate and shell analyses, demonstrating its capability 

for handling complex structural problems [8,9]. 

Among meshless approaches, the Finite Point 

Method (FPM) has emerged as a promising 

framework for numerical analysis. Originally 

developed for computational fluid dynamics [4,5]. 

the FPM has subsequently been modified to improve 

numerical accuracy and overcome deficiencies in its 

original formulation, particularly the undesirable 

divergence of the resulting system matrices. Both 

the original and modified formulations have been 

successfully applied to two-dimensional elasticity 

problems [10–16]. Nevertheless, applications of the 

FPM to solid mechanics remain comparatively 

limited, particularly for the bending analysis of 

plates. Although some preliminary studies have 

investigated plate bending [11,12]; important 

challenges associated with the formulation and 

implementation of the method remain unresolved. In 

particular, the application of the FPM to elastic 

plates containing openings has received limited 

attention, despite the pronounced geometric 

discontinuities and internal boundaries introduced 

by such features. 

This study addresses this gap by systematically 

investigating the performance of the FPM in the 

bending analysis of thin, linear-elastic plates with 

openings of different geometries and locations. The 

governing plate equation is formulated in strong 

form as a fourth-order differential equation [17,18], 

and is enforced at the interior points, while the 

boundary conditions are imposed at the boundary 

points. A fundamental difficulty arises because the 

governing equilibrium equation provides only one 

degree of freedom at each point, whereas two 

boundary conditions may need to be satisfied at a 

boundary point. Although several techniques, 

including the Lagrange multiplier [19] and penalty 

[20] methods, have been proposed to address this 

issue, the present study employs auxiliary points, 

analogous to those used in finite difference 

formulations. Accordingly, one component of the 

boundary conditions is imposed at the original 

boundary point, while the second is enforced 

through its corresponding auxiliary point [21]. 

articular attention is given to the effects of openings 

on the numerical stability and accuracy of the FPM. 

The study systematically examines the selection of 

neighboring points within each point cloud and 

evaluates the number of points required to obtain 

reliable solutions under different geometric 

configurations. Special consideration is given to 

regions characterized by narrow strips or sharp 

geometric variations, where the local approximation 

may become sensitive to the available neighboring 

points. These investigations provide practical insight 

into the selection of point-cloud parameters and the 

treatment of geometrically challenging regions. 

Overall, this study contributes to the development of 

meshless techniques for solid mechanics by 

clarifying the capabilities and limitations of the 

FPM in the bending analysis of perforated thin 

plates. The findings provide a basis for improving 

the robustness of the method and extending its 

application to more complex discontinuous 

problems, including plates with cracks and shear 

bands. 

2. Theory of Thin Plates 

For the analysis of stress distribution in thin plates, 

the (xy)-plane is generally assumed to coincide with 

the mid-plane of the plate. Within this framework, 

the bending behavior of thin plates is described 

based on the classical Kirchhoff–Love assumptions, 

which simplify the governing relations by 

introducing the following idealizations: 

- The transverse deflection of the mid-plane is small 

relative to the plate thickness. Consequently, the 

rotations and slopes remain small, and geometric 

nonlinearities can be neglected. 

- The mid-plane is assumed to remain free of 

membrane strain during bending. Moreover, straight 

lines initially normal to the mid-plane remain 
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straight and normal to the deformed mid-plane. 

Thus, transverse shear deformation is neglected. 

- The stress component normal to the mid-plane is 

assumed to be negligible compared with the in-plane 

stress components and is therefore disregarded. 

These assumptions provide the theoretical basis for 

the classical theory of thin-plate bending and 

substantially simplify the governing equations, 

making them suitable for analytical and numerical 

formulations in solid and structural mechanics. 

Consider a small differential element of the plate 

subjected to transverse loading. Let (𝑝) denote the 

external load, and let the dimensions of the 

differential element along the (𝑥)- and (𝑦)-axes be 

(𝑑𝑥) and (𝑑𝑦), respectively. The displacement field 

normal to the mid-plane of the plate is denoted by 

(𝑤), which is a function of the coordinates (𝑥) and 

(𝑦). Due to pure bending, the plate element 

undergoes rotations about the coordinate axes, 

which can be determined as follows: 

𝜃𝑥 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
 

𝜃𝑦 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
 

  (1) 

These angular changes, referred to as the slopes of 

the displacement field, induce axial displacements at 

the points below: 

𝑢 = −𝑧𝜃𝑦 
𝑣 = −𝑧𝜃𝑥 (2) 

By combining Eqs. (1) and (2) with the strain–

displacement relations, the resulting strain 

components are obtained as follows: 

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

𝜀𝑦 =
𝜕𝑣

𝜕𝑦
= −𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 

𝛾𝑥𝑦 =
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+

𝜕𝑣

𝜕𝑥
= −2𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

(3) 

The curvatures of the deformed surface with respect 

to the coordinate axes are defined as follows: 

The third expression above represents the twisting 

curvature of the plate mid-surface about the (z)-axis. 

By substituting the second derivatives of the 

displacement function in Eq. (3) with the bending 

components defined in Eq. (4), the strain 

components can be written as follows: 

𝜀𝑥 = −𝑧𝜅𝑥  
𝜀𝑦 = −𝑧𝜅𝑦 
𝛾𝑥𝑦 = −2𝑧𝜅𝑥𝑦 

(5) 

By combining the strain field derived above with the 

stress–strain constitutive relations, the stress 

components in the thin plate are obtained as follows: 

𝜎𝑥 = −
𝐸𝑧

1 − 𝜈2
(𝜅𝑥 + 𝜈𝜅𝑦) 

      = −
𝐸𝑧

1 − 𝜈2
(

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝜈

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) 

𝜎𝑦 = −
𝐸𝑧

1 − 𝜈2
(𝜅𝑦 + 𝜈𝜅𝑥) 

      = −
𝐸𝑧

1 − 𝜈2
(

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝜈

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) 

𝜏𝑥𝑦 = −
𝐸𝑧

1 + 𝜈
𝜅𝑥𝑦 = −

𝐸𝑧

1 + 𝜈

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

(6) 

According to these relations, the stress components 

vary linearly through the plate thickness and vanish 

at the mid-plane. These stress components generate 

bending moments and transverse shear forces along 

the element boundaries, which can be expressed as 

follows: 

{

𝑀𝑥

𝑀𝑦

𝑀𝑥𝑦

} = ∫ {

𝜎𝑥

𝜎𝑦

𝜏𝑥𝑦

} 𝑧 𝑑𝑧

𝑡
2

−
𝑡
2

 

{
𝑄𝑥

𝑄𝑦
} = ∫ {

𝜏𝑥𝑧

𝜏𝑦𝑧
}  𝑑𝑧

𝑡
2

−
𝑡
2

 

(7) 

It should be noted that, although the stress 

components (𝜏𝑥𝑧) and (τyz) are neglected in the 

classical thin-plate bending theory, the shear force 

components (𝑄𝑥) and (𝑄𝑦) are not negligible and 

must be included in the equilibrium equations of the 

plate. 

By substituting the stress components from Eq. (6) 

into the first relation of Eq. (7) and evaluating the 

resulting integral, the bending moment components 

are obtained as follows: 

𝑀𝑥  = −𝐷(𝜅𝑥 + 𝜈𝜅𝑦) 

        = −𝐷 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝜈

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) 

𝑀𝑦  = −𝐷(𝜅𝑦 + 𝜈𝜅𝑥) 

        = −𝐷 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝜈

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) 

𝑀𝑥𝑦 = −𝐷(1 − 𝜈)𝜅𝑥𝑦 

         = −𝐷(1 − 𝜈)
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

(8) 

where (D) denotes the flexural rigidity of the plate. 

𝐷 =
𝐸𝑡3

12(1 − 𝜈2)
 (9) 

It is important to note that the shear force 

components (𝑄𝑥) and (𝑄𝑦) are related to the 

𝜅𝑥 =
𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑥
=

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 

𝜅𝑦 =
𝜕𝜃𝑥

𝜕𝑦
=

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 

𝜅𝑥𝑦 =
1

2
(

𝜕𝜃𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝜃𝑦

𝜕𝑦
) =

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

(4) 
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displacement function (𝑤), while satisfying the 

equilibrium equations. 

For simplicity, and owing to the small dimensions of 

the element, the magnitudes of the moments and 

shear forces along the boundaries are assumed to be 

constant and represented by a single vector acting at 

the center of each boundary line. The variations of 

these quantities from one boundary to another are 

taken into account by applying a Taylor series 

expansion. 

By applying the equilibrium equations and 

neglecting the higher-order small terms, three 

independent equations are obtained as follows: 

∑ 𝐹𝑧 = 0 ⇒  
𝜕𝑄𝑥

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑝 = 0 

∑ 𝑀𝑧 = 0 ⇒ 
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑥
+

𝜕𝑀𝑦

𝜕𝑦
− 𝑄𝑦 = 0 

∑ 𝑀𝑦 = 0 ⇒ 
𝜕𝑀𝑥𝑦

𝜕𝑦
+

𝜕𝑀𝑥

𝜕𝑥
− 𝑄𝑥 = 0 

(10) 

By substituting the bending moment components 

into the second and third equations of Eq. (10), the 

corresponding shear force components are obtained 

as follows: 

𝑄𝑥 = −𝐷
𝜕

𝜕𝑥
𝛻2𝑤 

𝑄𝑦 = −𝐷
𝜕

𝜕𝑦
𝛻2𝑤 

(11) 

where: 

𝛻2 =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

𝜕2

𝜕𝑦2
 (12) 

Finally, by substituting the shear force components 

into the first equation of Eq. (10), the governing 

equation for thin-plate bending is obtained as 

follows: 

∇4𝑤 =
𝑝

𝐷
 (13) 

The operator ∇4 is defined as: 

∇2=
𝜕4

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+

𝜕4

𝜕𝑦4
 (14) 

The solution of the governing Eq. (13) is essential 

for determining the response of thin plates. 

However, based on the relations given in Eq. (8), the 

following relation can be obtained: 

𝑀 =
𝑀𝑥 + 𝑀𝑦

1 + 𝜈
= −𝐷𝛻2𝑤 (15) 

Therefore, based on Eq. (13), an alternative solution 

procedure for thin-plate problems can be formulated 

by solving the following pair of equations: 

𝛻2𝑀 = −𝑝 

𝛻2𝑤 = −
𝑀

𝐷
 

(16) 

By combining the strain field with the constitutive 

stress–strain relations, the stress components in the 

thin plate are finally obtained as follows: 

𝜎𝑥 = −
𝐸𝑧

1 − 𝜈2
(

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 𝜈

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) 

𝜎𝑦 −
𝐸𝑧

1 − 𝜈2
(

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+ 𝜈

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) 

𝜏𝑥𝑦 = −
𝐸𝑧

1 + 𝜈

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

 

(17) 

3. Finite Point Method 

The finite element method (FEM), owing to its 

versatility and flexibility, has been widely adopted 

as an effective numerical approach for solving a 

broad range of problems in engineering mechanics. 

However, despite these advantages, mesh generation 

in FEM can be a challenging and time-consuming 

process, particularly for problems involving 

complex geometries or evolving boundaries. 

Moreover, the assembly of the global stiffness 

matrix and the evaluation of nodal forces constitute 

computationally demanding steps that can 

significantly increase the overall computational cost. 

To address these limitations, numerous alternative 

numerical approaches have been developed over the 

past several decades, collectively referred to as 

meshless methods. 

The primary objective of these methods is to 

eliminate the need for mesh generation in the 

numerical modeling of mechanical problems. 

However, some approaches within this family still 

require a background mesh for numerical 

integration. Accordingly, meshless methods can 

generally be classified into two main categories. The 

first category includes methods that employ a 

background mesh for numerical integration. In these 

approaches, the governing equations are discretized 

using a weak formulation, which reduces the 

likelihood of ill-conditioning in the resulting system 

matrices and generally provides improved numerical 

accuracy. Although these methods involve a certain 

form of mesh, their meshing requirements and 

associated limitations are considerably less 

restrictive than those of the finite element method. 

Representative methods in this category include 

Smoothed Particle Hydrodynamics [1] and the 

Element-Free Galerkin method [3]. 

The second category comprises methods that do not 

employ any mesh and are therefore commonly 

referred to as truly meshless methods. In these 

approaches, the governing equations are directly 

enforced in their strong form at a set of discrete 

points, thereby eliminating the need for numerical 

integration. The complete absence of a mesh 

considerably simplifies the construction of the 

numerical model and, by eliminating numerical 

integration, can enhance computational efficiency 
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compared with both the methods in the first 

category and the finite element method. However, 

these methods are generally more susceptible to 

singular or ill-conditioned system matrices, which 

may adversely affect numerical stability and 

solution accuracy. The Finite Point Method [4–6] is 

one of the most prominent approaches in this 

category. 

In this study, the Finite Point Method is employed to 

solve thin-plate problems. The plate is modeled by 

distributing a set of discrete points over its mid-

plane, and the strong form of the governing 

equations, given by Eqs. (13) or (16), is enforced 

directly at these points. 

Application of the governing equations at each point 

first requires an approximation of the primary 

displacement field in its vicinity. To this end, a 

relatively small local region surrounding each point 

and containing a sufficient number of neighboring 

points is defined. This region is referred to as a 

cloud, while the point at its center is termed the 

central point. In general, a function defined over the 

cloud domain is approximated using the weighted 

least-squares method. Within this framework, the 

approximation function is constructed as follows: 

𝑢̂ = 𝒑𝑇𝒂 (18) 

where 𝒑 is a vector of monomials selected either 

completely or, at a minimum, in a symmetric 

manner from Pascal’s triangle. For the complete set 

of second-order monomials, this vector is defined as 

follows: 

𝒑𝑇 = {1 𝑥 𝑦 𝑥2 𝑥𝑦 𝑦2} (19) 

In this study, the number of monomials is 

considered to be 15, where the vector 𝒂 in Equation 

(18) represents the vector of unknown coefficients. 

The approximate values of the function at the nodes 

within the cloud are calculated by substituting their 

coordinate components into Equation (18). 

𝑢̂𝑖 = 𝒑𝑖
𝑇𝒂    𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 (20) 

In the above equation, 𝒑𝑖
𝑇 denotes the vector of 

monomials with respect to point 𝑖 in the cloud, 𝑢̂𝑖 

represents the approximate value of the function 𝑢 at 

this point, and 𝑛 is the total number of nodes within 

the cloud. 

By assembling Equation (20), the vector of 

approximate nodal values is obtained as follows: 

𝒖̂ = 𝑷𝑇𝒂    𝑖 = 1,2, ⋯ , 𝑛 (21) 

Where 𝑷𝑇 is a matrix whose rows consist of 𝒑𝑖
𝑇, and 

𝒖̂ is the vector of approximate nodal values. 

To ensure that the approximate function closely 

approaches the function 𝑢, an error measure must 

first be defined. Accordingly, the difference 

between the values of the function 𝑢 and those of 

the approximate function 𝒖̂ at the cloud points is 

considered as the residual, while the sum of the 

squared residuals over the cloud points is adopted as 

the error measure. To establish a logical distinction 

among the nodes, the squared residual at each point 

is multiplied by a weighting function. The weight is 

equal to 1 at the central node and decreases 

smoothly with increasing distance from the central 

node. Therefore, the error measure can be written as 

follows: 

𝐽 = ∑ 𝑤(𝑥𝑖)(𝑢̂𝑖 − 𝑢𝑖)
2

𝑛

𝑖=1

 (22) 

where 𝐽 denotes the error measure, 𝑢𝑖 is the value of 

the function 𝑢 at node 𝑖, and 𝑤(𝑥𝑖) is the weighting 

function at that point. By substituting Equation (20) 

into Equation (22), the error measure can be 

rewritten as follows: 

𝐽 = ∑ 𝑤(𝑥𝑖)(𝒑𝑖
𝑇𝒂 − 𝑢𝑖)

2

𝑛

𝑖=1

 (23) 

To minimize the error measure, its derivative with 

respect to the components of the vector 𝒂 must be 

equal to zero. 

𝜕𝐽

𝜕𝒂
= 0 (24) 

which can be expressed by the following equation 

for the vector 𝒂: 

𝒂 = 𝑨−1𝑩𝒖̅ (25) 

where 𝒖̅ denotes the vector of nodal values of the 

function 𝑢, and the matrices 𝑨 and 𝑩 are defined as 

follows: 

𝑨 = ∑ 𝒘(𝒙𝒊)𝒑𝒊𝒑𝒊
𝑻

𝒏

𝒊=𝟏

 (26) 

𝑩
= [𝒘(𝒙𝟏)𝒑𝟏 𝒘(𝒙𝟐)𝒑𝟐 ⋯ 𝒘(𝒙𝒏)𝒑𝒏] 

 

 

(27) 

Finally, by substituting the vector 𝒂 from Equation 

(25) into Equation (18), the optimal approximation 

function is obtained as follows: 

𝒖̂ = 𝒑𝑻𝑨−𝟏𝑩𝒖̅ (28) 

Two different approaches can now be adopted for 

solving thin-plate problems. The first approach is to 

approximate the coupled relations given by 

Equation (16). These equations are generally 

suitable for plates with simple boundary conditions. 

To solve Equation (16), the moment parameter 𝑀 is 

first interpolated over the clouds and substituted into 

the first equation of Equation (16). Subsequently, 

the displacement field 𝑤 is interpolated and 

substituted into the second equation of Equation 

(16). Finally, the nodal values of the displacement 

field are obtained. As noted above, this formulation 

requires the simultaneous enforcement of two 

separate differential equations involving two 

unknown parameters at each node. Consequently, 
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the resulting system is analogous to a formulation 

with two degrees of freedom per node. This feature 

allows both Dirichlet and Neumann boundary 

conditions to be imposed in a manner similar to that 

employed in the finite element method. 

The second approach for solving thin-plate 
problems is based on Eq. (13) which represents the 

general form of the equilibrium equation and can 

therefore be applied to thin plates with arbitrary 

boundary conditions without additional restrictions. 

In this approach, the displacement function 𝑤 is 

approximated and substituted into Eq. (13). Since 

only one degree of freedom is associated with each 

point, the imposition of boundary conditions 

presents the main challenge. Several strategies can 

be employed to address this issue, including the 

method of Lagrange multipliers, the penalty method, 

and the introduction of additional points. In the 

present study, the latter approach is adopted. 

Specifically, an additional point is introduced 

outside the model in the vicinity of each boundary 

point. The additional point and its corresponding 

original boundary point are then treated as a single 

boundary point with two degrees of freedom, each 

of which is used to satisfy one of the prescribed 

boundary conditions. This treatment is analogous to 

the approach commonly employed in the finite 

difference method. 

3. Numerical Examples 

This section presents a series of numerical 

examples, each selected and formulated to 

investigate a specific aspect of the proposed method. 

Before presenting the numerical results, the 

procedure used to enforce the boundary conditions 

is described. Fig 1 illustrates the locations of the 

additional points introduced for this purpose. In 

general, two conditions must be enforced for each 

type of boundary condition. Accordingly, one 

condition is imposed at the original boundary point, 

while the other is imposed at the corresponding 

additional point. 

Fig 1. Location of the auxiliary points. 

Here, 𝑟𝑥 and 𝑟𝑦  denote the horizontal and vertical 

distances, respectively, from the additional points to 

their corresponding boundary points. Similarly, 𝑑𝑥 

and 𝑑𝑦 denote the horizontal and vertical distances, 

respectively, between the points on the plate. In all 

numerical examples presented in this section, the 

horizontal and vertical spacings are taken to be 

equal, i.e., (𝑟𝑥 = 𝑟𝑦 and 𝑑𝑥 = 𝑑𝑦). The general 

specifications of the numerical examples considered 

in this study are summarized in Table 1. The 

parameters defined above are illustrated 

schematically in Fig 2 for clarity. 

 

 
Table 1. Steel material properties 

Plate 
dimensi

ons 
(m) 

Number 
of 

polynomi

als 

Poisso
n’s 

 ratio 
  (ν) 

Load  
q 

(kN/m^

2) 

Plate 
thickn

ess 
(m) 

E 

(kN/m^
2) 

1×1 15 0.3 -1 0.001 1 × 106 

 

 

Fig 2. Plate with a circular opening subjected to a uniformly 

distributed load. 

4.1. Example 1 

A square plate with a side length = 1𝑚 , simply 

supported along its four edges is considered. As 

shown in Fig 3, a uniformly distributed load of 

magnitude 1 (kN/m2) is affected normal to the 

plate surface. A circular hole with radius 0.2 m is 

centered at the coordinate (x', y') of the plate (Fig 

3). 

The following equations are imposed on the 

boundaries due to the nature of simple boundary 

supports: 

𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑎 → 𝑤 = 0,
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 0 

𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑎 → 𝑤 = 0,
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
= 0 

 

(29) 

As the hole acts similarly to internal boundaries 

with free conditions, the following equations are to 

be satisfied on its boundaries:  

𝑥 = 0, 𝑥 = 𝑎 → 𝜈
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 

= 0,
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
+ (2 − 𝜈)

𝜕3𝑤

𝜕𝑦2𝜕𝑥
= 0 

𝑦 = 0, 𝑦 = 𝑎 → 𝜈
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 

(30) 
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          = 0,
𝜕3𝑤

𝜕𝑦3
+ (2 − 𝜈)

𝜕3𝑤

𝜕𝑥2𝜕𝑦
= 0 

 
In this example, the displacement of the opening and 

the corresponding displacement field are evaluated 

for different opening locations. The plate 

coefficients and parameters, together with the 

coordinates of the opening center, are listed in Table 

2. The distribution of the points and the geometry of 

the opening are shown in Fig 3. 

 
Table 2. Plate properties and the exact location of the opening. 

Maximu

m FPM 
(m) 

Maxim
um 

FEM 
(m) 

y’ 

(m) 

x’ 

(m) 

Openin
g 

radius 

r (m) 

Clou
d 

point

s 

Cas

e 

-0.04221 -0.04439 0.5 0.5 0.2 60 a 
-0.05402 -0.05377 0.5 0.25 0.2 60 b 
-0.05531 -0.05296 0.5 0.21 0.2 60 c 
-0.05244 -0.05122 0.5 0.75 0.2 60 d 

 

  
(b) (a) 

  
(d) (c) 

Fig 3. Considered points on the plate and the opening region; (a)  
(x', y') = (0.5,0.5) ; (b)  (x', y') = (0.25,0.5) ; (c)  (x', y') =

(0.21,0.5) ; (d) (x', y') = (0.75,0.75). 

After approximating the solution using the Finite 

Point Method and comparing the results with those 

obtained from the finite element method, the plate is 

found to exhibit consistent behavior in both 

approaches. This agreement is clearly demonstrated 

in Fig 4. 

 
 

(a) 

 
 

(b) 

 
 

(c) 

 
 

(d) 
Fig 4. Approximate deformation of the plate under study using 

the meshless method and the finite element method (right: 

meshless, left: finite element); (a)  (x', y') = (0.5,0.5) ; (b)  
(x', y') = (0.25,0.5) ; (c)  (x', y') = (0.21,0.5) ; (d) (x', y') =

(0.75,0.75). 

 Fig 5 presents the displacement profiles of the 

plate for different cases along line (𝑥 = 0.5 𝑚). 

 
(a) 

 
(b) 

 
(c) 
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(d) 

Fig 5. Comparison of the plate displacement obtained by the 
finite point method and the finite element method along the line 

x=0.5 m; (a)  (x', y') = (0.5,0.5) ; (b)  (x', y') = (0.25,0.5) ; (c)  
(x', y') = (0.21,0.5) ; (d) (x', y ') = (0.75,0.75). 

Fig 6 illustrates the convergence of the results 

obtained using the Finite Point Method and the 

finite element method at all points, based on the 

following relation: 

Convergence rate

= log ∑ √
(𝑤𝐹𝑃𝑀 − 𝑤𝐹𝐸𝑀)2

𝑛
 

(31) 

where 𝑛 denotes the number of points considered in 

both methods. 

 

Fig 6. shows the Error Index of the solution between the finite 

point method and the finite element method. 

An examination of Fig 6 shows that Case (a), in 

which the opening is located at the center of the 

plate, exhibits the highest level of agreement 

between the two sets of results. As the opening 

moves toward the boundary, the percentage error 

increases, as observed in Cases (b) and (c). Case (d), 

in which the opening is located near the corner, 

exhibits the largest discrepancy between the results. 

As the opening approaches the corner of the plate, 

the matrix 𝑝𝑇𝐴−1𝐵 obtained using the Finite Point 

Method becomes ill-conditioned and eventually 

singular. 

4.2. Example 2 

In this example, a square plate with a side length of 

(𝑎 = 1𝑚), simply supported along all four edges, is 

considered. As shown in Fig. 7, a uniformly 

distributed load with a magnitude of (kN/m2) is 

assumed to act perpendicular to the plate surface. 

The opening in the plate is assumed to be square, 

with dimensions of (40*40cm). 

 

 

 

 

 

 

Fig 7. Plate with a circular opening subjected to a uniformly 

distributed load. 

The plate displacement is investigated for two cases. 

In the first case, the corner points of the opening are 

included in the computational model, whereas in the 

second case, they are excluded. Both cases are 

illustrated in Fig 8. 

  
(b) (a) 

Fig 8. (a) Plate with corner points included (b) Plate without 

corner points. 

For both Cases (a) and (b) shown in Fig 8, the 

deformed configurations obtained using the Finite 

Point Method are presented in Fig 9. 

  
(b) (a) 

Fig 9. Deformation obtained using the Finite Point Method. (a) 

Plate with corner points included. (b) Plate without corner points. 

As shown in Fig 9, the problem is first solved by 

including the points located at the corners of the 

opening. In the Finite Point Method, direct 

enforcement of the governing equations at the 

opening corners leads to a singularity, as observed 

in Case (a). To overcome this issue, the corner 

points of the opening are excluded from the 

computational model in Case (b). This treatment 

prevents the coefficient matrix from becoming 

singular and consequently yields a valid 

approximation of the solution. The values of the 

stress component 𝜎𝑥 are presented in Fig 10. 
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(b) (a) 

Fig 10. Stress component 𝜎𝑥. (a) Finite Point Method. (b) Finite 
Element Method. 

An examination of Fig 10 shows that the stress 

component 𝜎𝑥 calculated using the Finite Point 

Method is in close agreement with the 

corresponding results obtained from the finite 

element method. This close agreement demonstrates 

the capability of the Finite Point Method to provide 

reliable estimates of the stress field. In both 

methods, stress concentrations are observed along 

the opening edges, with the most pronounced 

concentrations occurring near its corners. 

Specifically, the stress values at points adjacent to 

the opening corners are approximately 1.5 times 

those at neighboring points located farther from the 

corners. 

4.3. Example 3 

The specifications of this example are identical to 

those of Example 2. The plate contains a square 

opening with varying dimensions, as illustrated in 

Fig 11. 

  
(b) (a) 

  
(d) (c) 

 
(e) 

Fig 11. Location of the considered points and dimensions of the 

opening; (a) 𝑑 = 0; (b) 𝑑 = 0.2; (c) 𝑑 = 0.4 ; (d) 𝑑 = 0.6 ; (e) 

𝑑 = 0.8. 

The plate responses obtained using the Finite Point 

Method and the finite element method are presented 

in Fig 12. Examination of all cases indicates a 

consistent response between the two methods. 

 
 

(a) 

 
 

(b) 

 
 

(c) 

 
 

(d) 

 
 

(e) 
Fig 12. Plate behavior under uniform distributed load (right: 

finite point method, left: finite element method); (a) 𝑑 = 0; (b) 

𝑑 = 0.2; (c) 𝑑 = 0.4; (d) 𝑑 = 0.6; (e) 𝑑 = 0.8. 

Table 3 summarizes the specifications of the 

different plate configurations and their 

corresponding maximum displacements obtained 

using the Finite Point Method and the finite element 

method. An effort was made to maintain the same 

number of points in both methods to ensure a 

consistent basis for comparison. As shown in the 

table, increasing the opening size from zero to 20% 

of the plate dimension leads to an increase in the 

maximum displacement, indicating a reduction in 

the effective stiffness of the plate. However, a 

further increase in the opening size results in a 

decrease in the maximum displacement. This 

behavior can be attributed to the transition from 

plate-like behavior of the continuous medium to the 

behavior of a system composed of interconnected 
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narrow strips as the opening becomes sufficiently 

large. 
Table 3. Plate specifications and opening characteristics. 

Maximu

m FPM 
(m) 

Maximu

m 

FEM 
(m) 

Numbe

r of 

points 

(FPM) 

Number 

of 

element

s 

(FEM) 

Openin

g size 

(m) 

Cloud 

points 
Case 

-0.0447 -0.0446 2809 2500 0*0 40 a 
-0.0519 -0.0522 2752 2836 0.2*0.2 40 b 
-0.0450 -0.0451 2444 2499 0.4*0.4 40 c 
-0.0243 -0.0244 1964 1793 0.6*0.6 80 d 

-0.0062 -0.0062 1283 937 0.8*0.8 95 e 

For a better understanding of the plate behavior, the 

displacement profile of the plate along the line 

(x=0.5 m) is plotted in Fig 13. 

 
(a) 

  
(b)  

 

 
(c)  

  

(d)  

 

(e) 

Fig 13. Comparison of the plate displacement obtained by the 

finite point method and the finite element method along the line   
x = 0.5 m. 

Fig 14 illustrates the convergence of the results 

obtained using the Finite Point Method and the 

finite element method for different cases. 

 

Fig 14. Error Index of the solution between FPM and FEM 

Obtaining an accurate solution using the Finite Point 

Method for Cases (d) and (e) presents certain 

challenges. As the opening size increases and the 

remaining plate width decreases, the accuracy of the 

Finite Point Method deteriorates in the direction 

normal to the boundaries. In the present study, 15 

monomials are employed; however, the number of 

points available in the direction normal to the 

boundary may be insufficient to provide an accurate 

approximation, as illustrated in Fig 15. 

Consequently, the selected set of monomials cannot 

be adequately supported by the available point 

distribution in this direction. To address this issue, 

the number of points within each cloud should be 

increased until a sufficiently accurate approximation 

is obtained, as illustrated in Fig 16. As shown in Fig 

16 Cloud (a) contains an insufficient number of 

points in the horizontal direction. Therefore, the 

cloud should be enlarged, as in Cloud (b), to provide 

a sufficient number of points in different directions 

and improve the local approximation. 
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Fig 15. Approximation of the solution for Case (e) using the 

finite point method with 40 cloud points 

 

 

Fig 16. Increase in the number of points within the cloud 

5. Conclusion 

Building on previous research on the application of 

the Finite Point Method (FPM) to thin-plate 

analysis, this study extended the method to thin 

plates with openings. Given the sensitivity of the 

FPM to abrupt geometric variations, particular 

attention was paid to the numerical challenges 

associated with openings, which were modeled as 

internal free boundaries. 

First, thin plates with circular openings were 

investigated by systematically moving the opening 

from the plate center toward the edges and 

subsequently toward the corners. The FPM results 

showed very good agreement with those obtained 

using the finite element method for all investigated 

configurations. This agreement indicates that the 

smooth geometry of circular openings, combined 

with the adopted treatment of internal boundaries, 

can effectively mitigate the numerical instabilities 

associated with the FPM. As the opening moved 

from the center toward the edges and corners, the 

maximum plate displacement increased. 

Thin plates with rectangular openings were 

subsequently analyzed. To address the numerical 

difficulties caused by the sharp corners of 

rectangular openings, the points located at the 

opening corners were excluded from the 

computational model. This simple modification 

prevented the interpolation coefficient matrices from 

becoming singular and resulted in stable and 

acceptable numerical solutions. For relatively small 

openings, increasing the opening size to 

approximately 20% of the plate dimension increased 

the maximum displacement because of the 

associated reduction in plate stiffness. However, 

further enlargement of the opening resulted in a 

decrease in the maximum displacement. This 

behavior is attributed to the removal of points 

located relatively far from the supports, which 

contribute less to the overall stiffness, together with 

the transition from plate-like behavior to that of 

narrow, interconnected strips. 

For openings with comparable characteristic 

dimensions, replacing a circular opening with a 

square opening resulted in a higher maximum 

displacement. This increase can be attributed not 

only to the larger removed area associated with the 

square geometry but also to its distinct mechanical 

response and the stress concentrations generated at 

its sharp corners. 

An additional important finding concerns the 

treatment of narrow strips formed between the 

opening and the outer boundary of the plate. When 

only a limited number of point rows exists within 

such a strip, the interpolation cloud must be 

sufficiently enlarged to incorporate an adequate 

number of points from the opposite side of the 

opening. Failure to provide sufficient point support 

can lead to matrix singularity and, consequently, 

failure of the interpolation process. This finding 

highlights the importance of an appropriate cloud 

size and point distribution when applying the FPM 

to geometries containing narrow regions. 

Overall, the results demonstrate that the FPM can 

provide accurate and stable solutions for thin plates 

with openings when the geometric characteristics of 

the opening and the local point distribution are 

properly considered. The study identifies the 

principal numerical limitations associated with 

smooth and sharp geometric features and proposes 

simple, readily implementable strategies to improve 

the stability and accuracy of the method. These 

findings provide a useful basis for extending truly 

meshless methods to more complex structural 

configurations involving openings and other 

geometric discontinuities. 
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