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 چکیده 
هایی  روش قدرتمند اجزاء محدود پاسخ چنین ورقهای نازک تحت اثر نیروهای جانبی همواره مورد توجه محققین بوده است.  تحلیل ورق

اند. روش نقاط محدود  ها رواج یافتههای بدون شبکه هم در تحلیل سازهکند. در کنار روش مذکور امروزه روشرا با دقت مطلوب محاسبه می

ی، هزینه کمتری نسبت به روش اجزاء  گیری عدد های بدون شبکه خالص است که بدون نیاز به ایجاد المان و همچنین انتگرالاز جمله روش

 تواند جایگزین آن شود.  محدود خواهد داشت و در صورت حصول دقت کافی می

های  های نازک تحت خمش در محدوده رفتاری الاستیک خطی و تغییر شکلدر تحقیق حاضر روش نقاط محدود برای تحلیل ورق      

به دلیل انتگرال    . در روش نقاط محدودها به کار گرفته شده استدر آن  ای شرایط مرزیاستفاده از نقاط کمکی برای اض کوچک با تمرکز بر  

ی دیگر به  ی مربوط به شرایط مرزی را در یک نقطه مرزی اعمال کرد، بنابر این نیاز است که از نقطه توان هر دو رابطه گیری مستقیم نمی

بنابر این در این تحقیق سعی شده،  .  مقدار خطای تقریب جواب بسیار موثر استی نقاط کمکی در  فاصله  ی کمکی استفاده کرد.عنوان نقطه 

 ای برای نقاط کمکی  بدست آید.بهینه  ی با بررسی ورق تحت شرایط مرزی مختلف توسط روش نقاط محدود، فاصله

 . های نازک، روش بدون شبکه، ورق نقاط کمکینقاط محدود،    روش   کلمات کلیدی:
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ABSTRACT 
Analysis of thin plates has always been an attractive issue for structural and mechanical Engineers. So 

the powerful finite element method (FEM) emerged and developed to discover thin plate response 

against lateral loads. The method was accurate and resilient enough to dominate the plate numerical 

analysis scope for decades. Eliminating element mesh and numerical integration which are the main 

drawbacks of the finite element method, the meshless family method evolved. Among this family 

members, the finite point method which is a pure meshless one is focused in the present study and 

applied for thin plates analysis. The plate material is linear and elastic and lateral displacements are 
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small. The main challenge is the boundary condition satisfaction. As there is only one degree of freedom 

for the points of the finite point model, applying to components of boundary conditions is not possible. 

With regard to the finite difference method, close to each boundary point of the model an additional 

(auxiliary) point is placed. So one component of boundary condition satisfies using the main boundary 

point and the other satisfies using the auxiliary one. The stand place of the auxiliary points is focused 

in present study and their optimum distances from the main boundary points is recommended.   
 

Keywords: Finite point method, Auxiliary Points, thin plate, meshless methods.  

 مقدمه    -1
های  های مهم مهندسی سازه و مکانیک است، به ویژه به دلیل کاربرد گسترده آنها در زمینهتجزیه و تحلیل صفحات نازک یکی از تلاش

(،  FEMصفحه، مانند روش اجزای محدود )های سنتی برای تجزیه و تحلیل رفتار  مختلف از جمله هوافضا، عمران و مهندسی مکانیک. روش 

تواند عوارضی را  کنند، که می و ادغام عددی تکیه می   شبکه  ها اغلب بر تولیدبه طور گسترده توسعه و اجرا شده است. با این حال، این روش 

 برش یا ترک. تمرکز  های پیچیده مانند نوارهای  ها و ناپیوستگی ایجاد کند، به ویژه در حضور هندسه 

اند، از جمله رویکردهای مختلفی مانند هیدرودینامیک ذرات هموار  های بدون مش را برجسته کرده العات اخیر تطبیق پذیری روش مط  

(SPH)  [1،2روش ،]  گالرکین    بدون المان(EFG)  [3  و روش نقاط محدود ](FPM)  [4،5،6( به عنوان مثال، لیو و همکاران .][  7( ] 2010

ساختار نشان داد و بر توانایی آن برای مدیریت شرایط  -را در حل مسائل مربوط به برهمکنش سیال  هموار  هیدرودینامیک ذراتکاربرد  

برای مسائل مختلف مکانیک جامدات اصلاح شده و    گالرکین  بدون المان  روشمرزی پیچیده بدون نیاز به شبکه تاکید کرد. به طور مشابه،  

 [. 8،9دهد ]برخورد با مشکلات صفحه و پوسته نشان می به کار گرفته شده است که اثربخشی آن را در  

کند که فرآیند تحلیل شود و یک روش بدون شبکه ارائه می ( به عنوان یک جایگزین امیدوارکننده ظاهر میFPMروش نقاط محدود )  

صلاحات در نسخه اصلی روش  [. یک سری ا4،5کند، که در اصل برای کاربردهای دینامیک سیالات توسعه یافته بود ]عددی را ساده می 

شوند. هر دو  های اصلی دچار واگرایی نامطلوبی می های آن را حذف کرد، زیرا ماتریس اعمال شد که دقت آن را افزایش داد و ناکارآمدی 

، تنها  شود [. همانطور که مشاهده می16-10شوند ] روش اصلی و اصلاح شده با موفقیت برای مسائل الاستیسیته دو بعدی استفاده می 

[  11،12های اخیر برای رفع این شکاف ]مطالعات کمی در زمینه مکانیک جامدات، به ویژه رفتار خمشی صفحات انجام شده است. پیشرفت 

رسد که نیاز مبرمی به گسترش روش، به ویژه در های اصلی آن را مورد توجه قرار نداده است. بنابراین به نظر میآغاز شده است، اما چالش 

 شکل اصلی آن برای تجزیه و تحلیل صفحات تحت بارگذاری عرضی وجود دارد.  

های نازک است. ورق از  با ارائه یک مطالعه جامع از روش نقاط محدود برای تحلیل ورق  هااین شکاف برخی از  هدف این مقاله پر کردن  

مختلف بررسی خواهد شد. شکل قوی معادله حاکم که یک معادله دیفرانسیل مرتبه    شرایط مرزیت و تحت  نظر مواد، الاستیک و خطی اس 

[ باید در هر نقطه داخلی ارضا شود و شرایط مرزی بر گره های مرزی حاکم است. از آنجایی که طبق معادله تعادل  18، 17چهارم است ] 

هایی برای  رضای دو جزء از شرایط مرزی در نقاط مرزی چالش اصلی است. تکنیک حاکم تنها یک درجه آزادی برای گره ها وجود دارد، ا

[ دو روش شناخته شده از  20[ و روش پنالتی ]19اعمال بیش از یک شرط مرزی برای گره های واقع در مرزها وجود دارد. ضریب لاگرانژ ]

شود.  نقطه اضافی در مجاورت هر نقطه مرزی استفاده میاین روش هستند. مشابه روش تفاضل محدود برای غلبه بر این مشکل، از یک  

 [. 21بنابراین اولین جزء شرط مرزی با استفاده از گره مرزی اصلی و دیگری با استفاده از گره اضافی متناظر آن ارضا می شود ]

است. از این    FPMبر ثبات و دقت تجزیه و تحلیل    ی نقاط کمکیفاصلهها افزایش درک چگونگی تأثیر  هدف کاوش این پیکربندی 

ای برای اکتشافات و کاربردهای آینده  در مکانیک جامدات کمک شود و پایه  شبکههای بدون  توان امیدوار بود که به پیشرفت روش طریق، می 

 فراهم شود.   های گوناگونمرز یه و تحلیل صفحات نازک و مشکلات  روش نقطه محدود در تجز

 ی صفحات نازکنظریه   -2
گیرد. مجموعه ای از قوانین منطقی به عنوان فرضیه  آن قرار می   وسط ضخامتدر    xyمحاسبه توزیع تنش در یک ورق نازک که صفحه  

 به شرح زیر وجود دارد:  صفحات نازک

 صفحه وسط در مقایسه با ضخامت صفحه بسیار کوچک است، بنابراین شیب تابع انحراف کوچک است.   جابجایی قائم  -1

 صفحه میانی پس از خمش یک سطح بدون کرنش است.   -2
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 سطح میانی باقی می مانند.   عمود بربه صفحه میانی، پس از کرنشی خمشی، مسطح و    عمودسطوح مسطح  

 ایسه با سایر اجزای تنش بسیار کوچک است و بنابراین می توان از آن صرف نظر کرد. مولفه تنش نرمال به سطح میانی در مق  -3

 توان به صورت زیر نوشت: معادله حاکم بر صفحات نازک را می   سازی مشابه مفروضات خمشی ساده در تیرها هستند.این قوانین ساده 

∇4𝑤 =
𝑝

𝐷
 (1 ) 

 که در آن: 

𝐷 =
𝐸𝑡3

12(1 − 𝜈2)
 (2 ) 

𝑤    ،میدان جابجایی𝑝    نیروی خارجی اعمال شده،  شدت𝑡    ،ضخامت ورق𝐸   مدول الاستیسیته و𝜈   .نسبت پواسون است 

   شود: به صورت زیر تعریف می  4∇عملگر  

∇2=
𝜕4

𝜕𝑥4
+ 2

𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+

𝜕4

𝜕𝑦4
 (3 ) 

 ( است.  1ی )کاملاً واضح است که کلید یافتن پاسخ صفحات نازک حل رابطه 

 روش نقاط محدود -3
ای به عنوان یک روش عددی برای حل مسائل مکانیکی استفاده شده است.  روش اجزای محدود به دلیل انعطاف پذیری آن به طور گسترده 

اجزاء محدود دشوار است. محاسبه ماتریس سختی کل و نیروهای گرهی،   ابا این حال، در کنار این مزیت قابل توجه، گسسته سازی مدل ب 

های گذشته به وجود  ها را در دههای از روش از بین بردن این مشکلات، مجموعه محققین برای نیز در این روش یک کار وقت گیر هستند. 

روش نقاط محدود  .  در مدل مکانیکی است  بندیالمان ردن  ها از بین بهای بدون شبکه نام گذاری کردند. ایده اصلی این روش آوردند و روش 

 [ مهمترین عضو این دسته است.4،5،6]

در این مقاله حل صفحات نازک با استفاده از روش نقاط محدود ارائه شده است. مدل تحلیلی صفحه با پخش مجموعه ای از نقاط در  

  ابعاجرای معادلات حاکم بر نقاط ابتدا نیاز به تقریب ت  شود.برآورده می  (1  ابطهرمسئله )شود و فرم قوی حاکم بر  صفحه میانی ایجاد می

ی  شوند، زیر ناحیه های مدل که گره مرکزی یا اصلی نامیده می در همسایگی هر کدام از گره   بنابراین  در همسایگی نقاط دارد.  𝑤اصلی  

با استفاده از روش حداقل   کلودبر روی  𝑢به طور کلی یک تابع  شود. های مدل است ایجاد میکوچکی )کلود( که شامل تعداد کافی از گره

 . خواهد شدبه صورت ایجاد    𝑢̂شود. در این رویکرد تابع تقریب  مربعات وزنی تقریب می 

𝑢̂ = 𝒑𝑇𝒂 
(۴ ) 

جملات  بردار تک جمله هایی است که به طور کامل یا حداقل به طور متقارن از مثلث پاسکال انتخاب شده است. برای تک  𝒑که در آن  

 ، این بردار به صورت زیر است: چهارمکامل مرتبه  

𝒑𝑻 = [1, 𝑥, 𝑦, 𝑥2, 𝑥𝑦, 𝑦2, 𝑥3, 𝑥2𝑦, 𝑥𝑦2, 𝑦3, 𝑥4, 𝑥3𝑦, 𝑥2𝑦2, 𝑥𝑦3, 𝑦4]𝑇 (5 ) 

با اعمال روش حداقل مربعات  بردار مجهولات است.    ۴ی  رابطهدر    𝒂بردار    .در نظر گرفته شده است  15ها  جملهدر این تحقیق تعداد تک  

 به دست می آید:  𝒂دار خطا،  وزن
𝒂 = 𝑨−1𝑩𝒖̅ (۶ ) 

 شوند: به صورت زیر تعریف می  𝑩و    𝑨های  است، ماتریس   𝑢بردار مقدار گرهی تابع   𝒖̅در صورتی که 

𝑨 = ∑ 𝒘(𝒙𝒊)𝒑𝒊𝒑𝒊
𝑻

𝒏

𝒊=𝟏

 (۷ ) 

 
𝑩 = [𝒘(𝒙𝟏)𝒑𝟏 𝒘(𝒙𝟐)𝒑𝟐 ⋯ 𝒘(𝒙𝒏)𝒑𝒏] (۸ ) 

 شود: بهترین تابع تقریب به صورت زیر حاصل می  ۴ی  در معادله   ۶  یرابطه   از  𝒂در نهایت با جایگزینی بردار  
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𝒖̂ = 𝒑𝑻𝑨−𝟏𝑩𝒖̅ (۹ ) 

است. این معادله شکل کلی معادله تعادل است و بدون  الزامی  به عنوان معادله حاکم    1نازک، در نظر گرفتن رابطه    ورقبرای حل مسائل        

(  1ی )باید درون یابی شود و جایگزین رابطه   𝑤نازک با شرایط مرزی دلخواه قابل اعمال است. تابع جابجایی    هایورق هیچ محدودیتی برای  

های مختلفی برای غلبه بر این  ها وجود دارد، اجرای شرایط مرزی چالش اصلی است. راه رجه آزادی برای گره شود. از آنجایی که تنها یک د

مانند  های اضافی.  برای این مقاله روش سوم اتخاذ شده است.  های لاگرانژ، تابع پنالتی و استفاده از گره چالش وجود دارد مانند ضرب کننده 

گیرد. این گره اضافی همراه با گره مرزی اصلی مانند  هر گره مرزی یک گره اضافی در خارج از مدل قرار می در این روش نزدیک به    ،1شکل  

کند. این روش دقیقا مشابه  کند و هر کدام یکی از شرایط مرزی را برآورده می یک گره مرزی منحصر به فرد با دو درجه آزادی عمل می 

 . آنچه در روش تفاضل محدود اتفاق افتاد است

 
 محل قرارگیری نقاط کمکی  -1شکل

 های عددی مثال -4

توان به شکل  برای درک بهتر پارامترهای بیان شده می ( بیان شده است.1های حل شده در این تحقیق، در جدول )مشخصات عمومی مثال  

 رجوع کرد.   2

 
 مشخصات ورق  -1جدول

 ابعاد ورق 

(m) 

تعداد  

 ای چندجمله

نسبت 

 ( νپواسون ) 
 نیرو 

q (𝑲𝑵) 

ضخامت  

 ورق

(m) 

      مدول

 الاستیسیته

 E (𝑲𝑵/𝒎𝟐) 

1×1 15 0.3 -1 0.001 1 × 106 

 

این   بررسی می  ، ورق تحتمثالدر  متفاوت  بار    2طور که در شکل  شود. همان شرایط مرزی  اثر  است، ورق تحت  نشان داده شده 

. بنابراین،  بررسی شده استی یکنواخت  بارگسترده   بار دیگر تحت اثر  و  xو ثابت در راستای محور   yشده مثلثی خطی در راستای محورتوزیع

 :صورت زیر نوشتبه دو  توان  معادله بار خارجی را می 

     (۹       )                                                                                                →   𝑄(𝑥, 𝑦)  =  
𝑞𝑦

𝑎
 مثلثی      

     (10       )                                                                                                →   𝑄(𝑥, 𝑦)  =  𝑞    نواخت یک 

در در حالات مختلف    ورق  دقیق  های ورق قرار دارد. تغییرمکاناز لبه  کمکیمرزی    نفاطدر این بخش، تمرکز اصلی بر موقعیت و فاصله  

 :گزارش شده است  ،2جدول  صورت  به  (1۹5۹)تیموشینکو و همکاران ،  مرجع  
 در حالات مختلف 𝑤مقدار   -2جدول

 د ج ب الف  حالات

w (m) 
x = 0.5, y = 0.5 

 0.000994
𝑞𝑎4

𝐷
 

x = 0.5, y = 0.5 

 0.00063
𝑞𝑎4

𝐷
 

x = 0.5, y = 0.5 

 0.00280
𝑞𝑎4

𝐷
 

x = 0, y = 0.5 

 0.0113
𝑞𝑎4

𝐷
 

 

رنگ در راستای  محدود، ناحیه آبی  اطروش المان محدود و روش نق  حالت الف و بشود، در هر دو  مشاهده می  3گونه که در شکل  همان       
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  ماکسیمم دارای    ی، نقطهحالت الف و بآید. همچنین، در هر دو  قبول به شمار می تر شده است که رفتاری قابلهای ساده کشیده گاه تکیه

به طور کلی  .باشدجا شده است که این موضوع ناشی از اعمال بیشینه بار مثلثی در مرز سمت چپ ورق میتغییرمکان به سمت چپ جابه 

 در روش نقاط محدود و اجزا محدود با یکدیگر برابرند.   ،توان دریافت که رفتار ورق در تمام حالاتمی  ۶و    5،  ۴،  3های  با بررسی شکل 

  
 الف( ) ب( )

  
 ( ج) ( د)

 و شرایط مرزی مختلف شده ورق تحت بار توزیع -2 شکل

  
 الف( ) ب( )

 (FEM))ب(   ،(FPM))الف( . پاسخ تغییرمکان ورق در حالت )الف( -3 شکل

 

 

 
ب( ) الف( )    

 (FEM))ب(  ،(FPM))الف( (. x-z( )در صفحه بپاسخ تغییرمکان ورق در حالت ) -۴ شکل



 

 اولین همایش ملی  

 بوم پایدار آور و زیست های عمرانی تاب ها و زیرساخت ساختمان 
 دانشگاه آزاد اسلامی واحد نجف آباد

 1404بهمن   9  و  8  

 

 
 :اختصاصی کد

28225-00425 

 

   

 
 

ب() الف( )   

 (FEM))ب(   ،(FPM))الف(  . x-z( در صفحه جتغییرمکان حالت ) - ۵ شکل

 
 

ب() الف( )   

 FEM)ب( ،  FPM. )الف( در حالت )د( جابجایی ورق - ۶ شکل
 

دست  محدود به   اطترتیب از حل دقیق، روش المان محدود و روش نقکه به   مختلف، تغییرمکان مرکز هندسی ورق در حالات  3در جدول  

 اند، ارائه شده است.  آمده 
 مرزهابا فواصل مختلف از نقاط کمکی برای مختلف تغییرمکان در مرکز ورق در حالات  -۳جدول 

 حالت 

 فاصله نقاط

(FPM) 

(m) 

 فاصله نقاط

(FEM) (m) 

فاصله نقاط 

 (m) کمکی
(𝒓𝒙  =  𝒓𝒚) 

  جواب دقیق
x = 0.5, y = 0.5 

w (m) 

FEM in 
 x = 0.5, y = 0.5 

w (m) 

FPM in 

 x = 0.5, y = 0.5 

w (m) 

 30۷۹/511− 0/010۸۷3− 0/010۸55− 0/2 0/02 0/02 الف 

 0/0123۷۸− 0/010۸۷3− 0/010۸55− 0/02 0/02 0/02 الف 

 0/011013− 0/010۸۷3− 0/010۸55− 0/002 0/02 0/02 الف 

 0/010۸۸۸− 0/010۸۷3− 0/010۸55− 0/0002 0/02 0/02 الف 

 0/010۸۶۷− 0/010۸۷3− 0/010۸55− 0/00002 0/02 0/02 الف 

 ۹33/۸225− 0/00۷035− 0/00۶۸۷۹− 0/2 0/02 0/02 ب

 0/00۸1۶3− 0/00۷035− 0/00۶۸۷۹− 0/02 0/02 0/02 ب

 0/00۷13۴− 0/00۷035− 0/00۶۸۷۹− 0/002 0/02 0/02 ب

 0/00۷03۸− 0/00۷035− 0/00۶۸۷۹− 0/0002 0/02 0/02 ب

 0/00۷02۹− 0/00۷035− 0/00۶۸۷۹− 0/00002 0/02 0/02 ب

- 051۷۸2/0 0/0305۶۶− 0/0305۷۶− 0/2 0/02 0/02 ج  

/0− 0/0305۶۶− 0/0305۷۶− 0/02 0/02 0/02 ج 33۶210  

/0− 0/0305۶۶− 0/0305۷۶− 0/002 0/02 0/02 ج 311230  

/0− 0/0305۶۶− 0/0305۷۶− 0/0002 0/02 0/02 ج 30۹320  

/0− 0/0305۶۶− 0/0305۷۶− 0/00002 0/02 0/02 ج 305۶۹0  

     x = 0, y = 0.5 x = 0, y = 0.5 x = 0, y = 0.5 
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/۴5− 0/122۹− 0/123۴− 0/2 0/02 0/02 د 212۸  

 0/15۸۷− 0/122۹− 0/123۴− 0/02 0/02 0/02 د

 0/12۹۸− 0/122۹− 0/123۴− 0/002 0/02 0/02 د

 0/12۴− 0/122۹− 0/123۴− 0/0002 0/02 0/02 د

 0/1231− 0/122۹− 0/123۴− 0/00002 0/02 0/02 د

 

 :برای تمامی نقاط مدل تعریف شده است   11تر، یک شاخص خطا مطابق با رابطه  منظور بررسی دقیقبه

     (11       )                                                               𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑥 =  𝑙𝑜𝑔 ∑ √
(𝑤𝐹𝑃𝑀−𝑤𝐹𝐸𝑀)2

𝑛
 

 

ای که نتایج روش  گونهدهد، بهنشان می   کمکیمرزی    نقاطمحدود را برای فواصل مختلف    اطهای روش نقشاخص خطای مدل   ،۷شکل    

 اند.  عنوان حل دقیق در نظر گرفته شده المان محدود به 

 

 
 (FEM) نسبت به روش المان محدود (FPM) محدود  اطمقایسه شاخص خطا در روش نق  -۷  شکل

 بندی نتیجه و جمع    - 4
از لبه ورق باید در حدود فاصله بین نقاط عمومی مدل و   نقاط کمکیعنوان یک الزام اولیه، فاصله بهتوان دریافت که می  ۷با بررسی شکل 

ها در حدود  از لبه  کمکیمشخص است، زمانی که فاصله نقاط    3جدول    همانطور که در  برای درک بهتر،  .تر از آن انتخاب شودکوچک یا  

ها، خطاهای عددی  از لبه  کمکی نقاطشود. با کاهش فاصله توجهی ایجاد میاط عمومی مدل و یا بیشتر از آن باشد، خطاهای قابل فاصله نق

 .کردخواهد  سرعت به سمت تکینگی میل  ای بیش از حد کوچک، ماتریس سختی به یابند. با این حال، در صورت انتخاب فاصلهکاهش می
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