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يك محيط اتلافي پيوستاري  غيرهماهنگ در در اين تحقيق به بررسي حركت يك نوسانگر :چكيده
 رانژ معادلات حركت را براي يك نوسانگرگلا -معادلات اويلر ت اول با استفاده ازدازيم. در قسمپرمي

اوريم. سپس براي جفت شدگي خاصي كه درواقع ميرايي متناسب با سرعت مي غيرهماهنگ بدست
 .پردازيم دامنه نوسانگرهاي محيط مي غيرهماهنگ و به بررسي تغييرات زماني دامنه نوسانگر باشدمي
هماهنگ ميرا با  يك نوسانگر و معادلات حركت را براي مورديكه جملات غيرخطي وجود نداردادامه  در

در اين حالت براي سه مورد  مي دهيم. كند مورد بررسي قراريك محيط پيوستاري برهم كنش مي
 غيرهماهنگ و به بررسي تغييرات زماني دامنه نوسانگرميرايي فوق  ميراي بحراني و ,ميراييمتفاوت زير

 هايزنبرگ با استفاده از سپس به كوانتش سيسيتم در تصوير پردازيم.دامنه نوسانگرهاي محيط مي
و معادلات حركت هايزنبرگ را بدست پردازيم مي زمانهاي مساوي جايي كانونيكال دروابط جابهر

سپس به بررسي نمودارهاي مختصات مكان نوسانگر غيرهماهنك و نوسانگرهاي محيط  وريم.آمي
 .پردازيميم

ميرايي متناسب با  ،كوانتش هاميلتوني ،محيط پيوستاري ،هماهنگ ميراغير نوسانگر :هاكليد واژه
  سرعت

  
  مقدمه . 1

 غشاها و مانند )NEM( مكانيكينانوالكتر مشددهاي
هاي هپرتوها سيستمهاي مهمي براي مطالعه پديد

مكانيكي ساخته شده  كوانتومي دراجسام ماكروسكوپي و
يك ده مي باشد كه هدف  پيش از [1] .هستند ردست بش

 مكانيكيروي نانوالكتسرد كردن مشددهادانشمندان 
)NEM( رسيدن به اين حالت بوده است.  و هحالت پاي تا

و مرحله بعدي توليد،  [4-2] انجام شده  "اين اخيرا
 تر دستكاري حالتهاي كوانتومي پيچيده و اشكارسازي

برهم نهي حالت  به انتومي به عنوان مثالباشد. مي
وحالت فوك  [5]اي شرودينگر) ( حالت گربه ماكروسكوپي

  . اشاره كرد [6]
   باد، ايرانآزاد اسلامي، نجف آدانشگاه باد، آواحد نجف  گروه فيزيك، -1
   باد، ايرانآزاد اسلامي، نجف آدانشگاه باد، آواحد نجف  گروه رياضي، -2

مي رفتاري هماهنگ كوانتو حاليكه يك نوسانگر در
براي  دهد ، اين امربه همتاي كلاسيكي خود نشان ميمشا

وجود يك عامل غير  .افتداتفاق نميغيرخطي  نوسانگر
هيل در بوجود امدن اثرات خطي ( مثل اثر كر) باعث تس

 نانومشددهاي  شود.غير كلاسيكي مي
محدود  داراي يك ثابت كر معمولا (NEM)مكانيكيالكترو

 خيلي كوچك است و براي توليد عمولاباشند كه ممي

اي ه لوله نانودرمقابل  د.حالتهاي غيركلاسيك كافي نيست
يرخطي غ رفتار غشاهاي گرافين داراي ) وCNTs( كربني
افي ك حالتهاي غيركلاسيك توليدباشند كه براي مي قوي
 (هاي كربني لوله نانو مچنين استفاده از. ه[5,7]باشدمي

CNTs (ن به دليل جرم كم و فركانس بالا، باعث يگرافا ي
شود. به همين خنك كننده فعال مي كاهش استفاده از
 ساخته شده NEM)  (مكانيكينانو الكترو دليل مشددهاي
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 غيرخطي در براي مطالعه سيستم هاي مكانيكي كربناز 

 يسيستميك  با اهميت است. اگر بسيار رژيم كوانتومي
 بر شد، طبيعي است كه درداراي پارامترهاي غيرخطي با

هاي با توانمحيط بايد جملات  هم كنش بين سيستم و
به ميرايي  اين منجر كرد. محاسبات وارد در را نيز بالاتر

نانو  مشددهاي در .NLD([8-11]( شودغيرخطي مي
نشان  ، اخيراكربن ساخته شده از  (NEM) مكانيكيالكترو

تواند مي نگغيرهماه مختصات نوسانگر كهداده شده است 
اين رو براي  از [12,13]. باشدِهاي اتلاف مكانيسم از متاثر

 ساخته شده ازدرك كامل ديناميك كوانتومي يك مشدد 
لازم  )NEM(يكي نامكالكترونانودهاي يا همان مشدكربن 
را غيرخطي  خطي و بين يك نوسانگر رفتارتفاوتهاي  است

عث بوجود اب (NLD) خطيغيرميرايي  بدانيم. به طور كلي
 از طرف [18-14].شودهاي جالب كوانتومي ميامدن ويژگي

بهترين روش براي بررسي يك  حال حاضر در ديگر
 ي ديناميكي يك نوسانگربررساتلافي هماهنگ غير نوسانگر

يك  باشد.مياتلافي محيط يك  درحضورغيرهماهنگ 
شود به كارگيري يك همه جا استفاده مي روش كلي كه در

 باشد.محيط مينوسانگرها به جاي  اي ازسستهمجموعه گ
لينسكي گما توسط ربااولين كه اين نوع مدل هاميلتوني 

ت براوني هترين روش براي بررسي حركب[19] معرفي شد
حدي  20] . - 28 [) محيط ( يك ذره ازاد در يك باشدمي

كند باعث كاهش فاصله كه ميرايي اهمي ايجاد مي
شود ولي با اين وجود فركانس ميفركانس بين نوسانگرها 

به محيط  دارد. به عبارت ديگرنوسانگرها را بالا نگه مي
  ,شودگرفته مي پيوستاري در نظرمحيط يك  موثر طور

اينكه معادلات ديناميكي حل شد و فرض شد  لي بعد ازو
تاتارسكي نشان داده است  .باشدمي مجموعه گسستهيك 

ايي ترسي به يك ميرگسسته امكان دسمحيط كه با يك 
طريق حد  يك ميرايي اهمي از ظهور اهمي وجود ندارد و

 است پيوستاري بعد ازحل معادلات ديناميكي امكان پذير

انها  روشهاي كه به تازگي ارائه شده كه در لاوه برع. [29]
 ,باشندروشهاي استاندارد كوانتش مي به دنبال استفاده از

نگر ميرا صورت نوساروي  هاي پديده شناختي بربررسي
 [30]ان كوانتش به اساني امكان پذير است ( گرفته كه در

 تحقيق ما يك نوسانگراين  درباشد). يك نمونه از ان مي
كه محيط گيريم كه با يك مي نظر را درهماهنگ غير

نوسانگرها كه تمامي انها داراي  شامل يك پيوستاري از
 استفاده از كند.نش ميكباشند برهمفركانس مثبت مي

گسسته باعث محيط پيوستاري به جاي يك محيط يك 
به دليل اينكه  سازي سيستم ديناميكي خواهد شد.غني

رجات ازادي غيرقابل سيستم مورد بررسي داراي تعداد د
هاي يك ميدان ويژگي باشد بسياري ازشمارش مي

كيفي با يك مجموعه  نظر از كوانتومي را خواهد داشت و
باشد. نوسانگرها حتي نامتناهي متفاوت مي زقابل شمارش ا

اينجا ما يك روش كلي براي حل سيستم ديناميكي  در
همي را دقيق ميرايي و تقويت ا و به طور ,كنيمارائه مي

باشد كه اين مينتيجه واقع اين  كنيم كه دربررسي مي
كوانتش براي  ايم.گرفته تابع جفت شدگي خاصي را درنظر

 رسي قراايي اهمي به طور كامل مورد بررميرايي كلي و مير
 بارنت و توسط هاتنر اولين بارپيوستاري محيط  .دهيممي
خته شده شنا اي كه بسيارمعرفي شد مقاله [31] مرجع در

 اهميت روشهاي به كار است ولي با اين وجود نواوري و
يك  از گرفته است. مورد توجه قرار ان كمتر رفته در
كوانتش كانونيكال معادلات براي  انتوپيوستاري ميمحيط 

رابطه  ماكسول ماكروسكپيك براي يك محيط دلخواه كه از
 [32,33]كند استفاده كردكرونينگ پيروي مي -كرامرز

 تحرك دو نمونه ازم غيرهمسانگرد و براي مثال محيطهاي.
اين تحقيق قدرت  در. [34,35] باشنداين محيطها مي

 بررسي يك نوسانگرپيوستاري با محيط كاربرد يك 
 ميرا وكوانتش ان نشان داده شده است.غيرهماهنگ 

است. درقسمت دوم  اين مقاله به صورت زير ساختار
 براي يك نوسانگر لاگرانژي ومعادلات حركت را

 خطي و تركيبي ازشكل  به جفت شدهغيرهماهنگ 
محيط با يك طريق مكان و مربع مكان  از غيرخطي

ديناميك كوانتومي  3در بخش  اوريم.پيوستاري بدست مي
را براي يك جفت شدگي خاصي كه متناسب با سرعت 

هاميلتوني را  4كنيم. در قسمت باشد بررسي ميمي
 جوابهايتبديلات لاپلاس  و با استفاده از كنيمكوانتيزه مي
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 5درقسمت سرانجام  .اوريممعادلات حركت را بدست مي
  اوريم.نتايج را مي

  
  ت ديناميكيانژي و معادلاگرلا . 2

گيريم كه توسط ما يك سيستم ديناميكي در نظر مي
:شودمعادله لاگرانژي زير توصيف مي  
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غيرهماهنگ  فركانس نوسانگر  مكان و qا در اينج

 نوسانگرهايفركانس  ومكان  Xينهمچنو باشدمي
 غيرهماهنگ و همچنين جرم نوسانگر .باشدمحيط مي

 ايم.محيط را يك فرض كرده  نوسانگرهاي تمامي جرم
از  ويرخطي غ خطي و تركيبي از لمحيط به شك و نوسانگر
شوند با هم جفت مي و مربع مكان مكانطريق 

و    21  خطي وشدگي  جفتبه ترتيب توابع  ,

فرض  همچنين باشد.يم ثابت كر  باشند ورخطي مييغ
مستقيم با  توانند به طورنميمحيط ايم نوسانگرهاي كرده

به  )2متغيرهاي ديناميكي دررابطه (. وندش تفج يكديگر
به كميت  Xاما وابستگي  ،معني ميدان نيستند

شامل نوسانگرهاي محيط يك برخلاف   پيوستاري
خصوصيات يك نظريه ميدان را به اين  بسياري از ,سستهگ

ابطه ر انرژي كل سيستم توصيف توسط بخشد.سيستم مي
  شود:زير تعريف مي
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كنش يك توان براي توصيف برهماز معادله فوق مي
و يك ميدان  از نوع كر الكتريك غيرخطيدي
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 تناسب با سرعتجفت شدگي براي ميرايي م . 3

براي جفت شدگي  را در اين قسمت ديناميك حركت
خاصي كه ميرايي متناسب با سرعت مي باشد بررسي 

صورت زير در نظر به را  خطي تابع جفت شدگيكنيم. مي
 :گيريممي
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 در تابع فوق به شكل يكنواخت از مقدار صفر 

02تا مقدار مجانبي
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 ر افزايش  د
تابع جفت شدگي غيرخطي را به صورت همچنين . يابدمي
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                                                     (6) 
تا  0در خت از مقدار صفرتابع فوق به شكل يكنوا

2مقدار مجانبي 
a




 در يابد و افزايش مي 

aبه دليل غيرخطي بودن  .ول استعكس ط با بعدتي ثاب
) حل تحليلي براي انها وجود ندارد و فقط 3و4معادلات (

 )1( لشك رد باشند.به روشهاي عددي قابل حل مي
نمودار tq و توابع 3و 4( حسب زمان براي معادلات بر (

كه پيش  همانطور ) رسم شده است.5و 6( جفت شدگي
در لحظه  غيرنوساني خواهد بود.ذره شد حركت مي بيني
3t حدود موقيعت در نوسانگر غيرهماهنگ 
10q  تقريبابه شكل قرار دارد با گذشت زمان" 

غيرهماهنگ در جهت منفي افزايش  خطي دامنه نوسانگر
 محيط انرژي جذب غيرهماهنگ از و نوسانگر يابدمي



    48                             1401، پاييز و زمستان 40پژوهشي)، سال سيزدهم، شماره  -مولوكولي (علمي  -نامه فيزيك اتمي دوفصل

 
 فيدر جهت من م دامنه خودمتا به ماكزي كندمي
غيرخطي دامنه ان  رسد. سپس نوسانگرمي q=-39حدوددر

ظه حل تا دريابد به شكل غيرخطي كاهش مي
0.6tحدود    0به حالت تعادلq و تمامي  رسدمي

ل هم به شك . سپس بازشودمي محيط متمركز انرژي در
خود  م دامنهمياد شده تا به ماكزيز ير خطي دامنه انغ

رسد. سپس دامنه مي 2q درجهت مثبت كه حدود
 يابد ودربه شكل خطي كاهش مياهنگ غيرهم نوسانگر
رسد. سپس با مي 0qبه حالت تعادل  0tلحظه 

به شكل خطي غيرهماهنگ  نوسانگرنه افزايش زمان دام
درجهت مثبت  م دامنه خودمبه ماكزييابد و افرايش مي

شكل سپس با افزايش زمان دامنه نوسانگر به  ورسد مي
دوباره به حالت  t=0.6لحظه  در يابد وغيرخطي كاهش مي

به  نوسانگر زمان دامنه رسد. سپس با افزايشتعادل مي
 تماميو يابدمي ايشافزجهت منفي در غيرخطي شكل

شود غيرهماهنگ جذب مي انرژي توسط نوسانگر
رسد. پس با مي  q=-39ماكزيمم دامنه خود درحدودو

يابد كاهش ميجهت مثبت  در انگرافزايش زمان دامنه نوس
 رسدمي 10q حدود در به دامنه 3tلحظه در و

به حالت تعادل نرسيده است  نگرحالت چون نوسا دراين
همچنين  .است متمركزمحيط  در هنوزانرژي  قسمتي از

جا  در نواحي منفي بيشتردر اين حالت ذره متمايل است 
نسبت به زمان در به علاوه حركت  حركت كندجايي به 

) 2در شكل ( مثبت و منفي متقارن است.نواحي 
ر نمودا X t برحسب زمان و دي به شكل سه بع

  فركانس رسم شده است. 
 

 
). نموار عملگرمكان نوسانگر1شكل(  tq̂حسب زمان  بر

براي مورد  0.5, 1, 5, 1a      

 
نوسانگرهاي مكان شكل سه بعدي عملگر ).2شكل (

محيط )ˆ( tX برحسب t, براي
مورد 0.5, 1, 5, 1a       

 
 حركت محيط دارايمشاهده مي كنيم كه نوسانگرهاي 

 فركانس تشديد در باشند ومي نامنظم نوساني ميرايي
0.5   دامنه نوسانگرهاي محيط شديد شاهد رشد

 هاينمودار )3,4درشكل ( خواهيم بود.   ,q t X t 

20( تربزرگ كربراي يك ثابت  ( ايم. رسم كرده
يك محدوده زماني  دركنيم كه مشاهده مي )3درشكل (

0.4حدود 0.4t    غيرهماهنگ  نگرنوسادامنه حركت
وضعيت ترازمندي  دركوچك است و ذره تمايل دارد  بسيار
تمايلي به  ذره واقع با افزايش ثابت كر در .بماند باقي

و حركت به  نداردمثبت  جاييبهجابا حركت در نواحي 
) 4( . درشكلشودجايي منفي محدود مينواحي با جابه
اي هم دار كنيم كه نوسانگرهاي محيط بازمشاهده مي

فركانس  در د وهستنميرا  واناتي نامنظم نوس
د 0.5تشدي   دامنه شديد شاهد رشد باز هم

  .نوسانگرهاي محيط خواهيم بود
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). نموارعملگرمكان نوسانگر3شكل(  tq̂ بر حسب زمان

براي مورد  0.5, 1, 20, 1a      

 
 

نوسانگرهاي مكان  گرشكل سه بعدي عمل ).4شكل (
محيط )ˆ( tX برحسب t, براي مورد

 0.5, 1, 20, 1a       
 

 )3(4 ,دلاتدرمعا غيرخطي جملات از اگر
م صرفنظركني  0,0 2   عادلات حركت م به

اتلافي يك محيط  در ساده هماهنگ براي يك نوسانگر
    ) 3و 4 ستفاده از معادلات (ن حالت با ارسيم. در ايمي

  مي توان نوشت:

  0
0

1
2  



 Xdqq       (7)  

  .01
2  qXX  

          (8) 

 مي باشد: ) به صورت زير8دله (ي معاعمومواب ج
     
     

0 0

0

0

cos sin

sin
t

t t

X t A t B t

dt q t t t e

    

 



  

 

     
 

(9) 
 ايم:   در اينجا تعريف كرده

   ,00  XA                  
)10 (                                  0

1
0 
 XB  

يت بينهايت كوچك يك كم 0همچنين در اينجا
) اين است كه ما مي توانيم 10مفهوم رابطه (مثبت است. 

جايي دلخواهيك جابه =0tدر لحظه  0X و يك سرعت
دلخواه 0X

 البته اين روي محيط اعمال كنيم بر )
 tشرايط اوليه نيست چون جواب بالا در تمامي زمانهاي 

) بدست 7) دررابطه(9دادن معادله ( با قرار .است) تبرمع
 اوريم:مي

     

       

2
02

0 0

0 0

0

sin

1
exp . 0

2

t tq q d dt q t t t e

d A iB i t c c

 
 



    


 

 



      

         

 





)11( 

ند مي ) به دليل اينكه خطي مي باش8و7معادلات (
به دليل دشواري  كنيم.توانيم انها را به شكل تحليلي حل 

حل معادلات فوق در فضاي زمان با استفاده از تبديلات 
فركانس برده و سپس به فضاي فوريه معادلات فوق را 

جواب انها در فضاي فركانس بدست مي اوريم. سپس با 
استفاده از تبديلات معكوس فوريه جواب انها در فضاي 

 انتگرال -ديفرانسيل  جواب معادله اوريم.بدست مي زمان
  .وست الف)پي اثبات در( بالا به صورت زير خواهد بود

  11

1

exp cos sin ,
2 2 2

2

t t
q t b

for

  




            
      


)12(  

   exp 1 , 2q t b t t for        

)13(   
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 

1 11

1

exp
2

exp ,
2 2

2

t
q t c

t t
epx

for



  
 



 
  

 
    

           


  

)14(  
توسط  ,11ثابتهاي دلخواهي هستند و  b,cدر اينجا 

  شوند.يزير تعريف مروابط 
 )15         (2 2 2 2

1 14 , 4          

 حقيقي هستند. حضور قدر,11 در معادلات بالا
 ممكن است به نظر )12-14( معادلات مطلق زمان در

تگي در باعث ايجاد يك ناپيوسبيايد  tq  ويك تابع دلتا
در tq  شود اما در حقيقت   tqtq , در همه زمانها

 "دقيقا) 12-14معادلات ديناميكي ( پيوسته هستند.
  اشند:بمي زيرمعادلات ديفرانسيل جوابهاي 

  
2 0,q q      0t                  (16) 

2 0,q q                                  (17) 
0t  

    
با شرط اوليه   00 q . ميرايي اهمي ما يك بنا براين

يك سيستم  درهماهنگ ساده  و تقويت براي نوسانگر
توانيم انرا مي كه به روش كانونيكال اوريم بسته بدست مي
ننده زمانهاي ميرايي دا ككه ج0tزمان كوانتيزه كنيم. 

) 5. در شكل (دلخواه است "باشد كاملاتقويت مي و
2براي مورد برحسب زمان qمودارن  يا حالت زير 

"است. نوسانگر ابتدا رسم شدهميرايي  t در
 تمركزباشد و تمامي انرژي درمحيط محالت سكون مي

 به شكل نوسانينوسانگر ان دامنهباشد. با گذشت زممي
كند تا محيط انرژي جذب مي شود و نوسانگراززياد مي
لحظه اينكه در 0tبه بيشينه دامنه خود  نوسانگر

با  شود.مي متمركز نوسانگر در رسد و تمامي انرژيمي
كاهش نوساني  يبه شكل ميراي افزايش زمان دامنه نوسانگر

ريابد و دمي t رسد و تمامي به حالت سكون مي
نتايج  همچنين اين كند.انرژي خود را به محيط منتقل مي

 از شرايط اوليه پيامدي

        0 0, 0 0, 0 0 0q q X X      
 شود) مشخص مي6باشد. همچنين از شكل (مي

رمحيط تقويت مي هنگاميكه نسبت به tشود( مقدا
 سيستم (نوسانگرازع كه در واقيابد) فرافزايش ميص

 در حد زمانهاي بزرگو هماهنگ ساده )انرژي جذب كند 
)t  3تشديد) و در نزديكي فركانس    دامنه

   رسند. ي ان به بيشينه مقدار خود مينوسانگرها
  

 
نموار عملگرمكان نوسانگر). 5شكل(  tq̂ بر حسب زمان

براي مورد  3, 1, 1, 1a b     

 
نگرهاي شكل سه بعدي عملگر مكان نوسا ).6شكل (

محيط )ˆ( tX برحسب t, براي مورد
 3, 1, 1, 1a b      
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نمودار )7( درشكل q t موردبرحسب زمان براي 
2    همانطور كه است رسم شدهيا ميرايي بحراني .

ر غير نوساني موداكه ند شومشاهده مي شود. ملاحظه مي
0tاست و در ناحيه    ساده  دامنه نوسانگر هماهنگ

كند. محيط انرژي جذب مي شود و نوسانگر ازتقويت مي
رسد دامنه خود ميه بيشينه ب نوسانگر  t=0در لحظه

 شود. درمي جذب تمامي انرژي توسط نوسانگر
0tناحيه  وسانگر خواهيم بود ش دامنه نشاهد كاه

)ودرحد زمانهاي بزرگ )t تمامي انرژي نوسانگر 
 )8( لدرشكشود. ماهنگ ساده به محيط منتقل ميه

نمودار X tميرايي بحراني مورد حسب زمان براي  بر
كنيم كه دامنه نوسانگرهاي شاهده ميم . است رسم شده

گمحيط براي  )زمانهاي بزر )t  هنگاميكه
هيچ  و كاهش مي يابدمي شود  صفر از بزگترمقدار
فركانس  ي محيط دردامنه نوسانگرها دراي بيشينه گونه

د 1تشدي 9,10( درشكل .شودديده نمي( 
رنمودا   ,q t X t براي موردبرحسب زمان 
2 مشاهده  .است رسم شدهميرايي فوق   يا
كنيم نتايج با حالت ميرايي بحراني يكسان است با اين مي

نسبت به مورد  دههماهنگ سا كه دامنه نوسانگر تفاوت
همچنين پهناي منحني دامنه  كمتر است.ميرايي بحراني 

ي كاهش نوسانگر ساده نسبت به حالت ميرايي بحران
  داشته است.

  

  
). نموار عملگرمكان نوسانگر7شكل(  tq̂ بر حسب

زمان براي مورد  1, 2, 1, 1a b     

  

 
ان نوسانگرهاي شكل سه بعدي عملگر مك ).8(ل شك

محيط )ˆ( tX برحسب t, براي مورد
 1, 2, 1, 1a b      

 

 
). نموار عملگرمكان نوسانگر9شكل(  tq̂ بر حسب زمان

براي مورد  2, 6, 1, 1a c     
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ن نوسانگرهاي شكل سه بعدي عملگر مكا ).10شكل (

طمحي )ˆ( tX برحسب t, براي مورد
 2, 6, 1, 1a c      

  
  يكوانتش هاميلتون . 4

در اين قسمت با تعريف اندازه حركتهاي كانونيكال 
  محيط به صورت:  و نوسانگر براي 

   ,tqtq     tXtX 
                  (18)  

انتش سيسيتم در تصويرهايزنبرگ با استفاده از به كو
        زير درزمانهاي مساوي روابط جابه جايي كانونيكال

  مي پردازيم: 
     ,ˆ,ˆ ittq q          

      ,ˆ,ˆ 
 


ittX X                                

                                     ( 91 ) 
     ,0ˆ,ˆ 


tt XX 

      
)20(                         ,0ˆ,ˆ  tXtX   

                         .0ˆ,ˆ  tXtq           )21                         (
     ,0ˆ,ˆ tXtq          

  
جايي براي محيط به دليل پيوستاري بودن رابطه جابه

 در اين حالت باشد.فركانس مشابه نظريه ميدان مي
  هاميلتوني به صورت زير خواهد بود:

)22( 

 

 

 

2 2 2 4

2 2 2

0

1

0

2 2
2

0

1 1 2ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2 3

1 ˆˆ
2

1 ˆ ˆˆ ˆ
2

1 ˆ ˆˆ ˆ
2

q

X

H q q

d X

d qX X q

d q X X q

 

 

 



 

 

 







     

 

   

   







  

 با استفاده از معادله حركت هايزنبرگ داريم:

,ˆˆ
qdt

qd
            ,ˆ

ˆ



Xdt

Xd
                (23) 

                                     

                 
   

2 3

1 2

0 0

ˆ 8
ˆ

3

ˆˆ

qd
q q

dt

d X d qX 



   
 


  

  

    .ˆˆˆ
ˆ

2
2

2 qqX
dt

d X  
 

 از           (24)
وريم:آتركيب روابط فوق بدست مي   

       

 

2 3
1

0

2

0

8ˆ ˆˆ ˆ
3

ˆˆ 0,

q t q t q d X t

d qX





  

 





  

 






 

)52(                                          
        .0ˆˆˆˆ 2

21
2  qqtXtX  

 

(26)                                                                               
فوق به علت غير خطي بودن به شكل تحليلي  معادلات

قابل حل نيستند و تنها به روش عددي قابل حل 
ر شكل نموداردباشند. مي q t   بر خسب زمان رسم شده

 در نوسانگر  t=-1  كه درلحظهكنيم مي مشا هده .است
=2ودحدجايي  جابه q t بيشينه جابه و داراي قرار دارد

با گذشت زمان به شكل   است.مثبت جايي در جهت 
 سريعا خطي دامنه نوسانگر كاهش مي يابد و انرژي خود را

به  t=-0.97 لحظه در حدود كند و دربه محيط منتقل مي
تعادل مي رسد و تمامي انرژي خود را به محيط  حالت

با گذشت زمان دامنه نوسانگر درجهت  كند.يمنتقل م
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به  t=-0.8 رد شود واضافه ميبه شكل خطي  منفي
 رسد.ميq=-1.9جابه جايي خود در جهت منفي  يممماكز

به شكل غير  دامنه نوسانگر در جهت مثبتن با افزايش زما
 به حالت ترازمندي بر t=-0.5هدر لحظ شود وميكم  خطي

. كندط منتقل ميخود را به محيو تمامي انرژي  گرددمي
اضافه دامنه ان در جهت مثبت  طيخسپس به شكل غير

رسد. مي q=1.2به جابه جايي  t=-0.2شود ودر لحظهمي
كاهش يافته و در لحظه سپس به شكل غيرخطي دامنه ان 

t=0  به موقيعتq=1 ه به شكل رسد. سپس دوبارمي
 به t=0.2شود و درغيرخطي دامنه ان زياد مي

گردد. سپس به شكل غير خطي بر مي q=1.2وضعيت
دوباره به   t=0.5يابد و درلحظهمنه نوسانگر كاهش ميدا

رسد. سپس دامنه نوسانگر درجهت منفي حالت تعادل مي
دامنه خود در  يممبه ماكز t=0.8در لحظه زياد مي شود و
خطي  "د. سپس دوباره به شكل تقريبارسجهت منفي مي

در  شود و درلحظهميكم جهت مثبت  دامنه نوسانگر در
گردد. سپس مي ه وضيعت ترازمندي برب  t=0.97حدود

 ود و در لحظهشاضافه مي مثبت دامنه نوسانگر درجهت

t=1  به فاصله اوليه حدودq=2  ددگربرميدر جهت مثبت 

) 4در شكل( .كندميژي اوليه خود را كسب و تمامي انر
يط داراي حركت كنيم كه نوسانگرهاي محمشاهده مي

ركانس ف در باشند ونظم ميو بي نوساني
د 0.5تشدي  شاهد رشد سريع دامنه نوسانگرهاي
همچنين در بازه زماني  .خواهيم بود محيط

3 3t   حركت نوسانگرهاي محيط غير نوساني
  اشد.بمي

 

 
). نموار عملگرمكان نوسانگر11شكل(  tq̂ بر حسب
 براي مورد  زمان 1, 1, 5, 1a      

  
نوسانگرهاي  جابه جاييعملگر شكل سه بعدي ).12شكل (

محيط )ˆ( tX برحسب t,براي مورد 

 1, 1, 5, 1a       
  

ين ) 13,14 ( درشكل مودارها   ˆˆ ,q t X t براي
ايم قتيكه ثابت كررا افزايش دادهو 20  رسم      

يك محدوده  در كنيم كه نوسانگرمشاهده مي كرده ايم.
1زماني  1t   ماند. به در وضيعت ترازمندي باقي مي

نواحي منفي  درگونه تمايلي به حركت  علاوه ذره هيچ
يابد. افزايش مي يز شديداندارد. ضمن اينكه دامنه حركت ن

م كه نوسانگرهاي محيط كني) مشاهده مي14در شكل(
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 محدوده اي از در به جز(نوساني  بازهم داراي حركت

0.5فركانس تشديد در وباشند مي )زمان   شاهد رشد
  .ط  خواهيم بودسريع دامنه نوسانگرهاي محي

  

 
ر). نموار عملگرمكان نوسانگ13شكل(  tq̂ بر حسب

براي مورد  زمان 0.5, 1, 20, 1a       

 
شكل سه بعدي عملگرجابه جايي نوسانگرهاي  ).14شكل (

محيط )ˆ( tX برحسب t, براي مورد 

 0.5, 1, 20, 1a       
  

 صرفنظر )16,15( معادلات اگر ازجملات غيرخطي در
كنيم  0,0 2   ك به معادلات حركت براي ي

رسيم. در اين هماهنگ در يك محيط اتلافي مي نوسانگر
  ) مي توان نوشت:15و16حالت با استفاده از معادلات (

       2
1

0

ˆ ˆˆ 0,q t q t d X t 


    

)27(                                                                         
)28       (     2

1
ˆ ˆ ˆ 0.X t X t q       

تحليلي  معادلات فوق به علت خطي بودن به روشهاي
حال از  باشد.با استفاده از تبديلات لاپلاس قابل حل مي

 گيريم:ديل لاپلاس ميدو طرف رابطه تب

       2 2
1

0

ˆˆ ˆ 1 0s L q L q L X d  


   
)29( 

)30    (       2 2
1

ˆ ˆ ˆ 0s L X L X L q     

  مي اوريم:) بدست 30از رابطه (
)31          (       2 2

1
ˆ ˆs L X L q     

بدست مي  )29( )  در رابطه31با قرار دادن رابطه(
  اوريم.

       
2
12 2

2 2
0

ˆ ˆ 1s L q L q d
s

 






  
 

)32(  
 پس مي توان نوشت:

)33     (   2
2 2 1

2 2
0

1
ˆL q A

d
s

s

  


 
 


 

  :) داريم31ه (همچنين با استفاده از رابط

   

   
1

2
2 2 2 2 1

2 2
0

ˆL X B

s s
s

 
 







 

 
    


)34(  

  ن مي توان نوشت:بنا بر اي

 )35                    (   1 1ˆˆ ,q L A X L B
    

در شكل  نمودار q t  .بر حسب زمان رسم شده است
بيشينه  نوسانگر در  t=-10در لحظه  كنيم كهمشاهده مي

قرار دارد و تمامي انرژي   جهت مثبت در جايي خود جابه
انرژي از  "نوسانگر سريعا درنوسانگر متمركز است. سپس

نوسانگر به وضعيت تعادل  t=-3دهد و در لحظهدست مي
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به  انرژي اوليه نوسانگر يرسد. در اين حالت تماممي
ر ميرايي شود. سپس حركت نوسانگمحيط منتقل مي
ي خود را به و پس از مدتي تمامي انرژ نوساني خواهد بود
همچنين  .درسكند و به نقطه تعادل ميمحيط منتقل مي

ديد نوسانگرهاي محيط در اطراف فركانس تشدامنه  
و در  رشد شديد دامنه خواهند بود داراي حركت نوساني و

هيچ گونه نوساني و فركانس زمان محدوده وسيعي از 
  .هند داشتنخوا

  

  
). نموار عملگرمكان نوسانگر15شكل(  tq̂ بر حسب
 براي مورد  زمان 0.3, 1, , 1a     

  
شكل سه بعدي عملگرجابه جايي نوسانگرهاي  ).16شكل (

محيط )ˆ( tX برحسب t, براي مورد 

 0.3, 1, 1a     

  نتيجه گيريبحث و  .5
 سانگردر اين تحقيق به بررسي حركت يك نو

در . غيرهماهنگ دريك محيط اتلافي پيوستاري پرداختيم
انژ معادلات گرلا -قسمت اول با استفاده از معادلات اويلر

 حركت را براي يك نوسانگر غيرهماهنگ بدست اورديم.
واقع ميرايي  سپس براي جفت شدگي خاصي كه در

 نمودارمي باشد سرعت  متناسب با   ,q t X t  رسم
ذره حركت  در اين حالت . مشاهده كرديم كهرديمك

در نواحي  ذره متمايل است بيشترو  باشدمي نيغيرنوسا
نسبت  ذره به علاوه حركت .جا به جايي حركت كند منفي 

 همچنين زمانهاي مثبت و منفي متقارن است.به  براي 
كه نوسانگرهاي محيط داراي نوساناتي كنيم مشاهده مي

فركانس  در باشند وبي نظم و ميرا مي
د 0.5تشدي د رشد سريع دامنه نوسانگرهاي شاه
مشاهده كرديم كه با  بر اين علاوه خواهيم بود. محيط

است ذره تمايلي به حركت در نواحي با  افزايش ثابت كر
مشاهده كرديم كه جابه جايي مثبت ندارد. همچنين 
منظم هستند  تي نانوسانگرهاي محيط بازهم داراي نوسانا

0.5فركانس تشديد در و   دامنه شديد شاهد رشد
ادامه معادلات حركت  در .نوسانگرهاي محيط خواهيم بود

غيرخطي وجود  را براي مورديكه جملات
ندارد  0,0 2  هنگ ميرا با و يك نوسانگر هما

رد بررسي يك محيط پيوستاري برهم كنش مي كند را مو
قرار داديم. مشاهده كرديم كه براي سه 

2(حالت , , 2      (  جوابهاي متفاوتي
2موردبراي  اوريم.بدست مي  ميرايي  يا حالت زير

 در حالتمشاهده كرديم  0t نوسانگر نوساني  حركت
و براي  شود و دامنه ان با افزايش زمان تقويت مي

حالت 0t  ميرايي خواهد  - گر نوسانيحركت نوسان
2موردبراي بود.    بحراني مشاهده  يا حالت ميرايي

غير نوساني  هماهنگ ساده مكان نوسانگر كه نمودار كرديم
0tيه است و در ناح  ويت دامنه نوسانگر هماهنگ تق

0tناحيه همچنين در  وشود مي   شاهد كاهش دامنه
كنيم كه دامنه مشاهده مي همچنين. نوسانگر خواهيم بود 

)نوسانگرهاي محيط براي زمانهاي بزرگ )t و براي 
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 راي دهيچ گونه بيشينه يابد وكاهش مي صفر از بزگتر 

دامنه نوسانگرهاي محيط در فركانس 
د 0.5تشدي همچنين براي مورد شود.ديده نمي 

2  مشاهده كرديم كه نتايج با حالت فوق ميرايي  يا
 نوسانگر ميرايي بحراني يكسان است با اين تفاوت كه دامنه
تر است. هماهنگ ساده نسبت به مورد ميرايي بحراني كم

استفاده هايزنبرگ با  سپس به كوانتش سيسيتم در تصوير
زمانهاي مساوي پرداختيم  جايي كانونيكال درروابط جابه از

 و معادلات حركت هايزنبرگ را با استفاده از اين هاميلتوني
د مورد باز هم هماننمشاهده كرديم  .بدست اورديم

حالت  در اين و باشدحركت ذره غيرنوساني مي كلاسيكي
ي جا به جاي در نواحي منفي ذره متمايل است بيشتر

حركت كند به علاوه حركت ذره نسبت به زمانهاي مثبت و 
همچنين مشاهده كرديم كه  منفي متقارن است.

و بي نظم  نوسانگرهاي محيط باز هم داراي حركت نوساني
0.5فركانس تشديد و در باشندمي   شاهد رشد سريع

ا ر وقتيكه ثابت كر دامنه نوسانگرهاي محيط خواهيم بود.
ايم افزايش داده 20   ذره هيچ گونه  مشاهده كرديم

تمايلي به حركت در نواحي منفي ندارد ضمن اينكه دامنه 
ين مشاهده يابد. همچنافزايش مي حركت نيز شديدا

نوساني ت هم داراي حرك كرديم كه نوسانگرهاي محيط باز
0.5 فركانس تشديد در باشند وميو بي نظم    شاهد

 از سپس رشد سريع دامنه نوسانگرهاي محيط خواهيم بود.
جملات غيرخطي صرفنظر كرديم   0,0 2    و
كوانتومي در  هماهنگ معادلات حركت براي يك نوسانگر
ده كرديم كه در مشاه. يك محيط اتلافي بدست اورديم

باشد و ي ميحركت غير نوسانيك محدوده زمان حركت 
اي محدودهو  يابددامنه حركت با گذشت زمان كاهش مي

دامنه ميرايي خواهد بود. به علاوه  -از زمان حركت نوساني
راي نگرهاي محيط در اطراف فركانس تشديد دا نوسا

  .رشد شديد دامنه خواهند بود حركت نوساني و

 
 )12-14بط (ااثبات رو :الف )( هضميم

  ) بدست 9تن از دو طرف رابطه (با تبديل فوريه گرف
 وريم.آمي 

       
     
   

       

0 0

0 0

1
2 2

2

X A iB

A iB

q
P

q
P d

       

     

  
 

  
      

  





      
    




       

  )                                    1(الف.

) 6كه درمعادله ( 0در اينجا عدد بي نهايت كوچك
اصلي كوشي شده  روارد شده است  باعث بوجود امدن مقدا

مچنين با تبديل فوريه ايم. هنشان داده P كه انرا با نماد
 ) بدست مي اوريم.87,( گرفتن از دو طرف روابط

       2 2
0 1

0

0q d X     


       

)2- (الف                                           

       2 2
1 0X q           

  )3-الف(
) 2-ه (الف) در رابط1-(الف با جايگزين كردن رابطه

 بدست مي اوريم.

       
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12 2

0 2 2
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





 
     







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)                                                                      4-الف(
       1 0 0sgni A i B              

 ) مي توان نوشت.5حال با استفاده از رابطه (

 2 2 2
0

2 2 2 2
0

P d
   
   




  

  )  5-(الف
بدست  )4- (الف ابطهدر ر )5-(الفاري رابطه ذبا جايگ

  اوريم.مي
   

 

     

2 2 2
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0

1

2
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0
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2

sgn
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  )   6-(الف
با فرض اينكه    0 0 0A B  توان نوشت:مي  
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       

  )   7-(الف
 بالا بدست مي اوريم:  از حل معادله

   2 2 2 2
0

d
q 

   


 
  

                                                        )                                          8-(الف 

dبا تبديل  معكوس باشد. در اينجا يك ثابت دلخواه مي
  ايد.              ) بدست مي12-14( فوريه از دو طرف معادله روابط
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Quantum Dynamics of an Anharmonic Oscillator in a 
Continuous Dissipative Environment 

 
 

Mohsen Daei Mohammad1, Mohammad Nili Ahmadabadi2 
 
 
Abstract: 

n this research, we investigate the motion of an anharmonic oscillator in a continuous 
dissipative environment. In the first part, using the Euler-Lagrange equations, we derive 
the equations of motion for an anharmonic oscillator. Then, for a specific coupling which 
essentially represents velocity-proportional damping, we examine the temporal variations 

of the amplitude of the anharmonic oscillator and the amplitudes of the environmental oscillators. 
Subsequently, we study the equations of motion for the case where nonlinear terms are absent and a 
damped harmonic oscillator interacts with a continuum environment. In this case, for three different 
scenarios under damping, critical damping, and overdamping we analyze the temporal changes in 
the amplitude of the anharmonic oscillator and the amplitudes of the environmental oscillators. We 
then proceed to quantize the system in the Heisenberg picture using canonical commutation 
relations at equal times and obtain the Heisenberg equations of motion. Finally, we examine the 
graphs of the position coordinates of the anharmonic oscillator and the environmental oscillators. 
Keywords: Damped anharmonic oscillator, Continuum environment, Hamiltonian quantization, 
Velocity-proportional damping. 
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